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2 Lineare algebraische Gruppen - erste Eigenschaften

In diesem Kapitel werden die algebraischen Gruppen eingefuhrt. Wir beweisen eine
Anzahl grundlegender Ergebnisse, die mit Hilfe des begrenzten Umfangs an
algebraischer Geometrie behandelt werden konnen, wie wir ihn im ersten Kapitel
kennengelernt haben.

Vereinbarungen:
k ist ein algebraisch abgeschlossener Korper.
F ist ein Teilkorper von k.

Alle Varietaten sind Varietiten uiber k.

2.1 Algebraische Gruppen

2.1.1 Definitionen und erste Eigenschaften
2.1.1.1 Definitionen

Eine algebraische Gruppe ist eine algebraische Varietat G, welche aullerden die Struktur
einer Gruppe besitzt, wobei die Abbildungen

wGxG—G xy) P xy,undi: G— G, x » x'l,

welche die Gruppenstruktur definierten, Morphismen von Varietiten, d.h. reguléare
Abbildungen, sind.

Eine lineare algebraische Gruppe ist eine algebraische Gruppe, deren zugrundeliegende
Varietat affin ist.

Seien G und G’ algebraische Gruppen. Ein Homomorphismus dieser algebraischen

Gruppen, ist ein Gruppen-Homomorphismus G — G’, welcher gleichzeitig ein
Morphismus von algebraischen Varietéten ist.

Eine abgeschlossene Untergruppe einer algebraischen Gruppe G ist eine Untergruppe
H der Gruppe G, welche bezuglich der Zariski-Topologie von G eine abgeschlossene
Teilmenge ist.

Eine algebraische Gruppe G ist eine F-Gruppe, wenn folgende Bedingungen erfullt
sind.

1. G ist eine F-Varietat.

2. uund i sind uber F definiert.
3

Das neutrale Element e der Gruppen-Operation ist ein F-rationaler Punkt (vgl.
1.6.14, 1.6.16,1.4.9, 1.3.7).

Ein Homomorphismus von F-Gruppen G, G’ ist ein Gruppen-Homomorphismus




G—G’,

welcher gleichzeitig ein uiber F definierter Morphismus von Varietaten ist.

Eine F-Untergruppe einer F-Gruppe G ist eine abgeschlossene Untergruppe H der
algebraischen Gruppe G mit einer F-Struktur, fur welche die naturlichen Einbettung

HS G

uber F definiert ist.

Bemerkungen

)
(i)

(iii)
(iv)

v)

(vi)

Wir konnen die Menge der Punkte der Varietit GXG als mengentheoretisches
Produkt betrachten (vgl. 1.5.5 Aufgabe 1, Bemerkung 1.5.1 (iv), und 1.6.3).

Die Bezeichnung “linear” fur algebraische Gruppen, welche affine Varietiten
sind, bedarf einer Erklarung. Der Grund dafur besteht darin, dafl diese Art von
Gruppen bis auf Isomorphie gerade die abgeschlossenen Untergruppen der
allgemeinen linearen Gruppen GLn sind. Der Beweis dieses Struktursatzen

erfordert einige Vorbereitungen. Wir werden diesen im Abschhnitt 2.3 fuhren.
Die linearen algebraischen Gruppen sind diejenigen, mit denen wir uns hier
beschiftigen werden.

Algebraische Gruppen, die als Varietiten projektive Varietiten sind, heillen

abelsche Gruppen. Sie sind als Gruppen tatsachlich kommutativ - uber C sind es
komplexe Tori. Der Eindruck, dafl deren Untersuch einfacher ist, ist falsch. Die
Methoden der Theorie der abelschen Varietaten sind vollig andere als die hier
behandelten und erfordern sehr viel mehr algebraische Geometrie (vgl. Mumford
[1]). Die Ergebnisse zu speziellen solchen abelschen Varietaten (der Dimension 1
und vom Geschlecht 1 - der sogenannten elliptischen Kurven) spielen eine
zentrale Rolle beim Beweis des Groflen Fermatschen Satzes.

Algebraische Gruppen G, die weder linear noch abelsch sind, konnen in exakte
Sequenzen

0—>A—>G—P—0
von algebraischen Gruppen einschlossen werden mit einer linearen algebraischen
Gruppe A und einer abelschen Varietat P (vgl. Conrad [1] oder Milne [1] Satz von
Chevalley-Barsotti 10.25 des Onlin-Preprints). Ihre Klassifikation fuhrt zu
Fragen der homologischen Algebra.
Die Gruppen-Gesetzte einer algebraischen Gruppe G mit der Multiplikation
uwGxG—G

und der Invertierung

:G—G
lassen sich, durch die Kommutativitit der folgenden Diagramme ausdricken,
wenn man mit

eeG—G

den konstanten Morphismus bezeichnet, der alle Punkte von G ins neutrale
Element abbildet.
Das Assoziativgesetzt.

uxid
GxGxG — GxG

wul

GxG % G

Existenz des neutralen Elements.




(vii)

(id.e)
G — GxG

(e.id)|  \yid |

G X G

Dabei bezeichne (f,g) den Morhismus G — GXG mit den Koordinaten-
funktionen f und g, d.h. den auf Grund der Universalititseigenschaft des
Produkts eindeutig bestimmten Morphismus G — GXG dessen

Zusammensetzung mit den beiden Projektionen GXG die Morphismen f bzw. g
sind.
Existenz des inversen Elements.

1xid
GxG «— GxG

UBI L
e
G «— G
wp D
idxi

GxG «— GxG
Dabei sei D: G—>GxG der Diagonal-Morphismus, d.h. der eindeutig bestimmte
Morphismus, dessen Zusammensetzungen mit den Projektionen GXG — G in

beiden Fallen der identische Morphismus id: G — G ist.

Mit anderen Worten, eine algebraische Gruppe ist eine Varietit G zusammen mit
drei Morphismen

wGeGxG—G,:G—G,e:G—G
fur welche die obigen Diagramme kommutativ sind. Dabei soll e einen konstanten

Morphismus bezeichnen. Dies konnen wir dadurch ausdriichen, dal} sich e uiber
die triviale Gruppe faktorisiert

1 e
GC—{l} — G

Der linke Pfeil bezeichne dabei den konstanten Morphismus, welcher alle Punkte
von G auf das einzige Element der trivialen Gruppe abbildet, und der zweite
bezeichne den Morphismus, welcher das einzige Element der trivialen Gruppe auf
das neutrale Element von G abbildet.

Im folgenden wird die Kommutator-Gruppe eine wichtige Rolle spielen. Fur jede
Gruppe G und beliebige Untergruppen

HC GundKCG
wird sie mit
(H, K)
bezeichnet und ist definiert als die von den Kommutatoren
(h, k) := hekeh"Lek™! mit h € H und kEK
erzeugte Untergruppe von G.

2.1.1.2 Direkte Produkte von algebraischen Gruppen

Seien G’ und G” algebraische Gruppen. Dann ist die Varietit G’xG” mit der Produkt-
Gruppen-Struktur eine algebraische Gruppe.

Beweis. Wir bezeichnen die Morphismen, welche die Gruppen-Struktur von G’ bzw.
G” definieren mit



M,, i’, e’,l, bZW. M”, i”, e”,l”.

Sei G := G’xG” das Produkt der beiden Varietaten G’ und G”. Weiter seien
0: G’XG” — G”XG’ und t: G”G’ — G’xG”
die Morphismen, welche die beiden Faktoren vertauschen, d.h. die Zusammensetzung

mit der Projektion auf den i-ten Faktor soll die Projektion auf (2-i)-ten Faktor sein fur i
=1,2.

Den Produkt-Morphismus
u:GxG —G
definieren wir als den Morphismus, welcher aus
M,XM”: G,XG’XG”XG” H G’XG”
durch Zusammensetung mit dem Morphismus
idxtxid:G’xG"xXG’xXG” — G’xG’xG"xG”

ensteht, der die beiden inneren Faktoren permutiert.
Der Invertierungsmorphismus von G = G’xG” wird definiert als

1=1x1": G’xXG” — G'xG”.
Wir haben die Kommutativitit der drei Diagramme zu beweisen, welche fur die
Gruppenaxiome von G stehen. Fur jedes dieser drei Diagramme nehmen wir die
entprechenden Diagramme fur G’ und G” her und bilden die direkten Produkte aller
einander entsprechender Morphismen. Diese Produkt-Morphismen setzen sich zu einem
kommutativen Diagramm zusammen, welches sich vom eigentlich interessierenden
Diagramm nur durch eine Permutation der Faktoren unterscheidet. Durch Ausfuhren
dieser Permuation erhalten wir das gewunschte Diagramm.

Zum Beipspiel gehen wir zum Beweis des Assoziativgesetzes fur G von den
Diagrammen

w'xid wxid
G’ XG,XG’ é GleY G”XG”XG’, ﬁ G”XG’,

idXM'l lu' und idx“”l l“”

G'xG' l} G' G’xG” i) G”

aus. Deren Kommutativitat impliziert die Kommutativitiat des Diagramms
(wxid)x(u”xid)
(G’XG’XG’)X(G”XG”XG”) H (G'XG')X(G”XG”)
(idxux(idxu”) | L

! 1 2 2 M'XM,’ 1 2
(G'xG)x(G"xG") — G'xG

Durch Zusammensetzen mit Isomorphismen, welche die Faktoren in geigneter Weise
permutieren, erhalten wir das Assoziativgesetz fur G. In derselben Weise gehen wir bei

den anderen beiden Axiomen vor.
QED.

2.1.1.3 Abgeschlossene Untergruppen

Eine abgeschlossene Untergruppe H einer algebraischen Gruppe G besitzt die Struktur
einer algebraischen Gruppe, fur welche die naturliche Einbettung

JHS G
ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen ist.
Beweis. Aus dem Multiplikationsmorphismus

u: GxG — G
erhalten wir durch Zusammensetzen mit jXj einen Morphismus



HxH — G.

Weil H eine Untergruppe der Gruppe G ist, liegt das Bild dieses Morphismus in H,
d.h. wir konnen diesen Morphismus als Morphismus

w:HxH — H
mit Werten in H betrachten. Dieser beschreibt die Multiplikation von H. Analog erhalt
man durch Einschrianken des Invertierungsmorphismus i1 G — G auf H einen
Morphismus
i""H— H,
welcher den Ubergang zum inversen Element fur H beschreibt. Die drei kommutativen

Diagramme fur H erhdlt man aus denen fur G durch Einschranken auf H.
QED.

2.1.1.4 Die rationalen Punkte einer F-Gruppe

Sei G eine F-Gruppe. Dann besitzt die Menge G(F) der rationalen Punkte von G in
naturlicher Weise die Struktur einer Gruppe.
Beweis. Nach Definition ist

G(F) = {F-Morphismen A9 — X}
(vgl. 1.6.16). Die Gruppen-Multiplikation u: GXG — G definiert eine Abbildung
G(F) x G(F) — G(F), (f, g) & fog := po(fxg)°D,
wobei D die diagonale Einbettung von AY bezeichne,
D: AO — AOX AO, X b (X,X).
Die kommutativen Diagramm von Bemerkung 2.1.1.1 (vi) bedeuten gerade, daf auf
diese Weise eine Gruppen-Operation definiert ist. Man beachte, fur x € AY ist nach
Definition

(fe2)(x) = f(x)*g(x).
QED.

2.1.2 Beschreibung der Gruppen-Axiome im Fall linearer algebraischer
Gruppen mit Hilfe von k-Algebra-Homomorphismen.

2.1.2 A Die Beschreibung

Sei G eine lineare algebraische Gruppe mit dem Koordinatenring
A =K[G].
Dann sind nach Definition die Morphismen

wGxG — G, (x,y) » xy,undi: G — G, x » X_l,

definiert durch Algebra-Homomorphismen
A=p* A — A®kA bzw. L :=i*: A — A.

Diese heilen Komultiplikation von G bzw. Antipode von G. AuBerdem definiert das
neutrale Element e von G einen Algebra-Homomophimus

e: k[G] — k, f » f(e),
welcher ebenfalls mit e bezeichnet wird (e wird als k-rationaler Punkt von G aufgefafit).

Wir verwenden auflerdem die Bezeichnungen m un ¢ fur die Multiplikationsabbildung

m: AQA — A, f®g > feg,
bzw. fur die Zusammensetzung

e
e A—kSA



von e mit der naturlichen Einbettung k & A, ¢ » c¢1 ,. Die Gruppen-Axiome kann

A
man dann durch die folgenden kommutativen Diagramme ausdriicken.
Das Assoziativgesetz.

A®id
ARA®A +— A®A

id@AT TA
A®A ﬁ A

Existenz des neutralen Elements.

1d®e
A «— A®A

e@id]  Nid Ta

A
A®A «— A
Existenz des inversen Elements.

\®id
A®A — A®A

AT lm

€
A — A

Al Tm
1d®u
A®A — A®A

2.1.2 B Der Fall von F-Gruppen

Sei jetzt G eine F-Gruppe, welche als Varietat affin ist. Dann hat der Koordinaten-Ring
von G die Gestalt

k[G] = F[G]®Fk
mit einer (endlich erzeugten) F-Algebra F[G], und die k-Algebra-Homorphismen A, t,
e und ¢ entstehen aus F-Algebra-Homomorphismen durch Anwenden des Funktors ®F
k. Wenn man in den obigen Diagrammen die k-Algebra A uberall durch F[X] ersetzt,
das Tensorprodukt iiber k uiberall durch das uiber F und die Homomorphismen A, t, e
und ¢ durch die entprechenden F-Algebra-Homomorphismen, so erhdalt man

Diagrammen, die nach Anwenden des Funktors ®Fk kommutativ werden (und fur die

Gruppen-Axiome von G stehen).
Zeigen wir, dall diese Diagramme bereits vor dem Anwenden des Funktors ®Fk

kommutativ sind.
Dazu reicht es zu zu zeigen, dafl fur zwei F-Algebren A und B und je zwei F-Algebra-
Homomorphismen

f, gt A — B mit f®Fk = g®Fk

bereits f = g gilt. Dazu betrachten wir f und g als F-lineare Abbildungen und bilden
deren Differenz. Wir erhalten eine F-lineare Abbildung und eine exakte Sequenz

1 -
0 — Ker(f-g) — A _g) B



von F-Vektorraumen. Durch Anwenden des Funktors ®Fk erhalten wir eine exakte

Sequenz

1®k (f-g)®k
0— Ker(f—g)@Fk — A®Fk — B®Fk

wobei die lineare Abbildung rechts identisch O ist. Deshalb ist die Injektion links auch
surjektiv und der Kokern ist trivial

Koker(i®k) = 0.
Weil ®Fk ein exakter Funktor ist, kommutiert er mit dem Ubergang zum Kokern, d.h.

es gilt
Koker(i)@Fk =0

Weil das Tensorprodukt mit direkten Summen kommutiert bilden fur jede Basis
Mhen
des F-Vektorraums Koker(i) die Elemente Va

Koker(i)@Fk. Letzterer ist 0, d.h. die Anzahl der Basis-Elemente ist 0. Dann ist aber

®1 eine Basis des k-Vektorraums

auch Koker(i) =0, d.h. i ist surjektiv und es gilt f = g.
2.1.3 Aufgaben

Aufgabe 1
Uberpriifen Sie die Ubersetzung der Gruppen-Axiome von 2.1.2.

Hinweis. Die kommutativen Diagramme von 2.1.2 entstehen aus denen von
Bemerkung 2.1.1.1 (vi) durch Anwenden des Funktors

{Affine Varietiaten } — { k-Algebren }, X » k[X], :X—Y b f*k[Y] — Kk[X].

(vgl. Bemerkung 1.4.7 (vi)). Es reicht deshalb die Diagramme von Bemerkung
2.1.1.1(vi) zu uberprufen.

Aufgabe 2

Definieren Sie den Begriff der Praalgebraischen Gruppen basierend auf dem Begriff der
Pravarietat (vgl. 1.6.1). Zeigen Sie, jede praalgebraische Gruppe ist algebraisch.

Beweis. Definition: eine praalgebraische Gruppe ist eine Pravarietit G zusammen mit
drei Morphismen
wGxG—G,:6—G,e:G— G,
fur welche die Diagramme von Bemerkung 2.1.1.1 (vi) kommutativ sind, wobei der
Morphismus e eine konstante Abbildung ist. Zu zeigen ist, dal das Bild der Diagonal-
Abbildung
D: G — GXG, x » (X, X),

abgeschlossen ist. Die Abbildung

@ = ue(idxi):G x G — G, (x,y) b (X, y'l) P X-y‘l,

ist als Zusammensetzung von Morphismen ein Morphismus. Weil G eine Préavarietat ist,
besitzt das neutrale Element e € G eine affine offene Umgebung, sagen wir

e € U = affin und offen in G.
Auch die Einschrankung
-1
y=¢l | ¢ (U)—U
¢ (U)
ist ein Morphismus (und insbesondere stetig).
Es gilt



Im(D) ={x,y) €GxGlx=y}
—{(xy) EGxGIxyl=e}
=¢l(e).
=yl (.

Weil  stetig ist, reicht es zu zeigen, dal} die einpunktige Menge {e} abgeschlossen ist.
Das ist aber der Fall: jede einpunktige Teilmenge {p} einer algebraischen Menge X ist

abgeschlossen:
ip} = V(Mp).

Explizit: fur p = (pl,...,pn) e X C kMist

p=V(T-pT -p) N X= VX(Tl—pllx,...,Tn—pnlx).
QED.

2.1.4 Beispiele
2.1.4 Beispiel 1: Ga

SeiG=Al (= k als Menge) mit der Addition als Gruppenoperation, d.h. die
Gruppenstruktur ist gegeben durch

u:GxG— G, (X,y) b x+y,
1G—G, X b -X,
e:G—G, xp» 0.
Der Koordinatenring von G ist
k[G] = k[Al] =Kk[T] (eine Unbestimmte).

Die zugehorigen k-Algebra-Homomorphismen sind:
A = w*: k[T] — K[T]®k[T] = k[T, U], p(T) » p(T+U),
v=1*: k[T] — k[T], p(T) » p(-T).

e =e*: k[T] — k, p(T) » p(0).
Man beachte, es gilt
w*()(T,U) = (pew)(T,U) = p(W(T,U)) = p(T+U).
*(p)(T) = (pei)(T) = p(i(T)) = p(-T).
e*(p)(T) = (pee)(T) = p(e(T)) = p(0).

Die affine Gerade A! mit dieser Gruppen-Operation wird mit

G
a

bezeichnet und heif3t additive Gruppe.

Fur jeden Teilkorper F von k ist der Polynomring F[T] eine F-Strutur von k[T],
definiert also eine F-Struktur der Gruppe.

2.1.4 Beispiel 2: G
m

SeiG=Al- {0} (=k-{0} als Menge) mit der Multiplikation als Gruppenoperation,
d.h. die Gruppenstruktur ist gegeben durch

wGxG— G, (X,y) & Xey,



i:G—)G,XI—)X_l,

e:G—G, xp 1.
Der Koordinatenring von G ist
K[G] = k[AL-{0}] = K[T] = K[T,T"1] (eine Unbestimmte).
Die zugehorigen k-Algebra-Homomorphismen sind:
A =ws KT,TH — kT, T Hek T, = k1l uuly, pn) s preu),
=i KT T S KT pD s pr ).
e = e*: k[T] — k, p(T) » p(1).

Die punktierte affine Gerade Al—{O} mit dieser Gruppen-Operation wird mit
Gm oder GL1

bezeichnet und heilt multiplikative Gruppe.

Fur jeden Teilkorper F von k ist der Ring F[T,T'l] eine F-Strutur von k[T,T'l],
definiert also eine F-Struktur der Gruppe.

Fur jede von O verschiedene ganze Zahl n ist
G —G ,xp x™,
m m

ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen.
Ist die Charakteristik von k eine Primzahl, sagen wir
Char(k) = p,

und n eine Potenz von p, so ist ¢ ein Isomorphismus von abstrakten Gruppen, jedoch
keiner von algebraischen Gruppen, denn

o= KT, T 1 — KT, T, p(T) 1 p(T™),
ist nicht surjektiv fur n # 1. (vgl. Bemerkung 1.4.7(vi)).

2.1.4 Beispiel 3: GLn

Sei

M
n

2
die Menge der nxn-Matrizen mit Eintragen aus k. Wir konnen diese Menge mit dem k"

identifizieren. Die Determinante definiert eine reguldare Funktion
2
det: K" — k
2
auf dem k" . Die allgemeine lineare Gruppe ist definiert als die offene Hauptmenge
G:=D(det)={A E Mn | det(A) #= 0}

mit der Matrizen-Multiplikation als Operation, d.h. die Gruppenstruktur ist gegeben
durch

n
wGxG— G, ((xij), (yij)) P> (xij)-(yij) =( }‘,lxiv°y\,j),
v=
. 1_ -1,
i:G— G, (Xij) (=S (Xij) = det(x) (Aji(x)),

e: G—G, (Xij) > (Bij).
Dabei sollen die Aij(x) die adjungierten Unterdeterminanten von X:(Xij) bezeichnen.

Der Koordinatenring der Gruppe ist
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KIG] = KIT;, det(Tij)'l lij=1,..n]
mit Unbestimmten Ti"

Die zugehorigen k-Algebra-Homomorphismen sind:

n
A=u*: KIGl—KIGI®K(G], P Typ) b Pl T T, T, ),

v=1

L= 1% KIG] — KIGI, p(-T}i) #> p(...,det(T)'1-(Aﬁ(T)),...).

e = e*: kK|G] — k, p('"’Tij’"') (RS p(...,6ij,...).
Dabei soll T die Matrix der Tij bezeichnen.
Die offene Hauptmenge G = D(det) mit dieser Gruppen-Operation wird mit

GL
n

bezeichnet und heif3t allgemeine lineare Gruppe.
Fur n = 1 erhalten wir gerade das vorige Beispiel 2.

Da Mn eine irreduzible Varietat ist, ist auch die offene Teilmenge GLn irreduzibel (vgl.
1.2.3(i) und Bemerkung 1.2.3). Insbesondere ist
dim GL_=dim M_=n”

(vgl. 1.8.1.1).
Die F-Struktur der GLn'

Fur jeden Teilkorper F C k ist die allgemeine lineare Gruppe GLn eine F-Gruppe, fur
welche die zugehorige F-Strtuktur der Koordinatenrings gleich
FIGL | =FIT,, det(Tij)'l lij=1,..n]
= F[Tij ,Dlij=1,.,n]/{ De det(Tij) -1}
ist (vgl. 2.1.1.1 und 1.3.7 B). Der Korper F ist dann Definitionskorper von
GLIl ={(Ad) e Mn xk ldedet(A)-1=0} C Mn x k
und die Menge der F-rationalen Punkte von GLn konnen wir identifizieren mit der
Menge (vgl. Bemerkung 1.3.7 B (i))
GLn(F) ={ (A, det(A)'l) € GLnXk | die Eintrage von A liegen in F }

Da die zweite Koordinate des Paares (A, det(A)'l) durch die erste festgelegt ist, konnen
wir die F-rationalen Punkte identifizieren mit der Menge

GLn(F) ={A€E GLn | die Eintrage von A liegen in F }

der umkehrbaren nxn-Matrizen mit Eintragen aus F.

2.1.4 Beispiel 4: abgeschlossenen Untergruppen der GLn

Jede Untergruppe der GLn’ welche abgeschlossen ist in der Zariski-Topologie, ist eine

lineare algebraische Gruppe (nach 2.1.1.3). Hier ist eine Liste von Beispielen (sieche
auch Aufgabe 2 von 2.1.5).
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(a) Die endlichen Untergruppen der GLn .
(b) Die Gruppe Dn der nicht-singuldren Diagolnalmatrizen.

(¢) Die Gruppe Tn der oberen Dreiecksmatrizen X = (Xij)EGLn mit Xij=0 furi>j.

(d) Die Gruppe Un der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen, d.h. der X=(Xij)e Trl

fur welche die Eintrage auf der Hauptdiagonalen gleich 1 sind.
(e) Die spezielle lineare Gruppe SLrl ={XE GLn ldet(X) =1 }.

() Die orthogonale Gruppe O_:={ X €GL_| xTex =11

(2) Die spezielle orthogonale Gruppe SOn = Onﬂ SLn'

(h)  Die symplektische Gruppe Sp, ={ X €GL_| XTeJeX = 1} mit

0 ln
J=(_1 O].
n

Dabei soll 1n die nxn-Einheitsmatrix bezeichnen.

2.1.4 Beispiel 5: elliptische Kurven

Als Beispiel fur eine nicht-lineare algebraische Gruppe (die wir im folgenden nicht
brauchen) erwéhnen wir die elliptischen Kurven. Diese sind abgeschlossene

Teilmengen der projektiven Ebene P2. Der Einfachheit halber nehmen wir an, die
Charakteristik von k ist von 2 und 3 verschieden,

Char(k) # 2, 3.

Dann kann eine solche Gruppe definiert werden als die Menge der [x IS P2 mit

012

2 3 2 3
X0X2—X1+a°X1-X0+ 'Xo,

wobei a, b € k so gewahlt sind, dal das Polynom T3 + a*T + b keine mehrfachen
Nullstellen besitzt.

Das neutrale Element der Gruppe ist e = [0,0,1]. Die Gruppen-Operation ist kommutativ

und wird additiv geschrieben. Sie ist so beschaffen, daB3 fur drei Punkte a, b, c € G
at+b+c=e
gilt, wenn sie im ]P’2 einer linearen Relation
COXO + clx1 + c2x2 =0 mit ci € Kk, nicht alle ci gleich 0,
genuigen (d.h. wenn sie auf einer Geraden liegen). Auf diese Weise ist eine Addition
definiert. Es ist nicht schwer, zu zeigen, daf}

-X =[x fur x = [x 1€G

0% 17%2] 07172
gilt.

Die Addition kann durch explizite Formeln beschrieben werden, welche jedoch nicht
besonders erhellend sind. Ein Beweis des Assozialivgesetzes dieser Operation auf der
Basis dieser Formeln ware unangemessen aufwendig. Es gibt bessere geometrischere
Wege die Gruppenstruktur auf einer solchen Kurve zu behandeln. Wir verweisen auf

Hartshorne [1], Beispiel IV.1.3.7, Beispiel 1V.3.3.3 und Proposition 1V .4.6.
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2.1.5 Aufgaben

2.1.5 Aufgabe 1

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber k.

(a) Definieren sie eine lineare algebraische Gruppe GL(V), deren abstrakte Gruppe
die Gruppe der umkehrbaren linearen Abbildungen V — V ist und die isomorph
ist zur GLn mitn=dim V.

(b) Eine F-Struktur VO auf V (1.3.7) definiert die Struktur einer F-Gruppe auf

GL(V). Die entsprechende Gruppe der rationalen Punkte GL(V)(F) ist die
Gruppe GL(VO) der umkehrbaren F-linearen Abbildung V,—V ..

0 0
Beweis. Zu (a).
1. Schritt. Die Universalitatseigenschaft der symmetrischen Algebra iber einem k-

Vektorraum V der Dimension dimk V :=s < oo und die einer

Polynomalgebra iiber k in s Unbestimmten.
Formal ist die symmetrische Algebra uiber einem k-Vektorraum V durch eine
Universalititseigenschaft definiert:

S(V) = Sk(V)

ist eine kommutative k-Algebra, welche den k-Vektorraum V enthilt,

VS S(V)
mit der Eigenschaft, daf} es fur jede k-lineare Abbildung

V—A

mit Werten in einer k-Algebra A genau eine Fortsetzung

S(V) — A
zu einem k-Algebra-Homomorphismus gibt.

Dies entspricht der Universalititseigenschaft des Polynomrings
k[X] = k[Xl""’Xs]

in den Unbestimmten Xi’ nach welcher es zu beliebig vorgegebenen Werten

a .,.,.a €A
1 S

in einer kommutativen k-Algebra A genau einen k-Algebra-Homomorphismus

GKIX X ] — A

1
gibt mit q)(xi) = ai furi=1,...,s.
Speziel fur A := Sk(V) und fur den Fall daf} die a, eine Basis von V bilden, erhalt man

genau einen k-Algebra-Homomomorphismus
(i):k[Xl,...,XS] — Sk(V) mit (])(Xi) =a, fur jedes 1.

Weil die a eine Basis von V bilden, ist die Einschrankung von ¢ auf den k-Vektorraum

der linearen Polynome
k[X]1 = k-X1+...+ k-XS

ein k-linearer Isomorphismus

—~

q)lk[X]l: k[X]1 —V,

dessen Umkehrung
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1y =
¢|k[X]1. V — k[X]; CkIX]

sich wegen der Universalitatseigenschaft von Sk(V) auf genau eine Weise zu einem k-
Algebra-Homomorphismus
: S, (V) — KIX]
fortsetzen laBt. Nach Konstruktion gilt
(@ W) = pap(v) = 0™ (V) = v
fur jedes v € V (weil ¢ auf V als Umkehrung von ¢ definiert wurde). AuBBerdem ist
(Wod)(X) =W(O(X) =(a) = ¢ (@) = X..
Es gilt also

9oy Iy, = 1dy; und 11’°“"{Xl,...,xs} = Id{xl,...,xs}'

Diese letzten beiden Identitaten bleiben bestehen, wenn man ¢oy und ¢ durch die
identischen Abbildungen von V bzw. von { Xl,...,XS} ersetzt. Auf Grund der

Eindeutigkeitsaussagen der Universalitatseigenschaften von Sk(V) bzw. k[X], folgt,
daf3

¢oyp=1Id und Yo = Idk

S, (V) [X]

gelten muB, d.h. ¢ und v sind zueinander inverse k-Algebra-Isomorphismen.
2. Schritt. Die Struktur einer afffinen algebraischen Varietat auf einem k-Vektorraum V
endlicher Dimension

dimkV=n<oo,

bezuglich welcher V isomorph ist zum affinen Raum A",
Der Koordinatenring k[V] sollte alle k-linearen Funktionen V — k enthalten (wie der

Koordinatenring von k" alle k-linearen Funktionen k" —sk enthilt. AuBerdem sollten
alle Polynome in solchen k-linearen Funktionen im Ring k[V] liegen und diese

Polynome sollten gerade k[V] bilden (wie dies analog fir den k™ der Fall ist). Wir
haben also eine naturliche Inklusion

V* G k[V].
Weil k[V] eine k-Algebra ist, 1aB3t sich diese naturliche Inklusion zu einem k-Algebra-
Homomorphismus
cp:Sk(V*) —» k[ V]

fortsetzen. Dieser ist surjektiv, weil die Polynome in den linearen Funktionen auf V die
k-Algebra k[ V] bilden (und alle linearen Funktionen im Bild liegen). Wir betrachten eine
Basis von V, sagen wir

v,,.,v €V

1 n
und die zugehorige duale Basis
€, .. €V
1 n

Die Vi definieren einen k-linearen Isomorphismus

|
Pk’ — 'V, ? )\iei [N % }\ivi’
welcher einen k-Algebra-Homomorphismus
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Yk[V] — k[A"], f 1> foyp,
induziert. Fur die Zusammensetzung mit ¢ gilt
VH@E)) =€) =y,
Wegen (éiow)(ej) = Zi(lp(ej)) = éi(vj) = 6ij ist Ziolp gerade die i-te Koordinatenfunktion

Ti des k™. Nach dem ersten Schritt konnen wir S, (V*) mit dem Polynomring

1
*) =
Sk(V ) - k[zls""én]
in den Unbestimmten Zi identifizieren. Die Zusammensetzung

%
KIE ol 1= S, (V) S5kIV] Lo KA = KIT, T 1615 T,
ist ein k-Algebra-Homomorphismus, der die Unbestimmten ineinander abbildet, also

ein Isomorphismus. Die Surjektion ¢ ist also auch injektiv, also ein Isomorphismus.
Wir kdnnen
k[V] := Sk(V*)

setzen. Die obigen Rechnungen zeigen, daB jeder k-lineare Isomorphismus k! —s V
einen Isomorphismus k[V] — k[k%] = k[Tl""’Tn] der Koordinatenringe induziert.

Auf diese Weise wird die Menge V zu einer affinen algebraischen Varietit mit dem
Koordinatenring k[V] = Sk(V*), welche isomorph ist zum AR Jeder k-lineare

Isomorphismus k™ —s V ist ein Isomorphismus affiner algebraischer Varietaten.

3. Schritt. Die Struktur einer afffinen algebraischen Varietat GL(V) fur der Gruppe der
k-linearen Automorphismen eines k-Vektorraums V endlicher Dimension

dimk V=n<oo,
bezuglich welcher GL(V) isomorph ist zu GLn'
Wir betrachten die Situation des zweiten Schritt mit E = Endk(V) anstelle von V. Wir

erhalten auf E die Struktur einer affinen algebraischen Varietit mit dem Koordinatenring
K[E] = S (E¥).

wobei jeder k-lineare Isomorphismus
2
K" —E
2

ein Isomorphismus affiner algebraischer Varietiten ist. Wir konnen anstelle von k" die
Algebra der nxn-Matrizen Mn mit Eintragen aus k verwenden und k-lineare
Abbildungen

Mn —E
betrachten, die invers sind zum Isomorphismus

¢:E — M, f 1> M(D), (1)

welcher jedem Endomorphismus f € E auf die Matrix M(f) von f abbildet bezuglich

einer fest vorgegebenen Basis v WV € V von V. Die Zusammensetzung der

1
Endomorphismen entspricht dabei der Multiplikation der Matrizen,

M(feg) = M(f)-M(g).
Wir bezeichnen mit fij die k-lineare Abbildung
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v. fur € = j
f.:V— Vmit f..(VZ) ={ 1
1] 1] 0 sonst
Die Matrix von fij ist die Matrix
M(fij) = Eij
deren einziger von O verschiedener Eintrag sich in der Position (i,j) befindet und gleich
1 ist:
E.ee.=e.undE..se,=0fur{ # j.
ijj i ij 14
Die fi' bilden eine k-Vektorraumbasis von E und die Eij eine k-Vektorraumbasis von
Mn' Wir bezeichnen mit
T..M —k
ij 7 n
die Vektoren der zur Basis der Eij dualen Basis,

T..E_)=0. . .
ijuv iu jv
Die Determinanten
det: Mn —k
ist ein Polynom in den Ti" Weil die Tij als lineare Funktionen im Koordinatenring von

Mn’ gilt dasselbe fur die Determinante,

det € k[M ]
n

Die Zusetzung der Funktion det mit der Abbildung (1) ist ein Element des
Koordinatenrings k[E] (weil (1) ein Isomorphismus affiner algebraischer Varietiten ist),
welche wir ebenfalls mit det bezeichnen,

det € K[E].
Nach Definition gilt

det(f) = det M(f) fur jedes f EE,

d.h. det(f) ist gerade die Determinante des Endomorphismus f und damit unabhéngig
von der speziellen Wahl der Basis der v, (durch welche (1) definiert ist). Der durch (1)

induzierte Isomorphismus der Koordinatenringe
k[Tij li,j=1,....,n] = k[Mn] — Kk[E]
induziert einen Isomorphismus
k[GLn] = k[det(Tij)'l, Tij li,j=1,....n] — k[E]det = k[D(det)]
(fur jede beliebige Wahl der Basis der v, von V und die zugehorige Wahl der Basis de
fij von E). Weil GLn die Struktur einer lineare algebraische Gruppe besitzt, gilt

dasselbe fur die offene Hauptmenge

D(f) = {¢<€E | det() # 0}
von E, die wir deshalb mit

GL(V)=D() = {(pEEnd.k(V) | det(p) #= 0}

bezeichnen. Der obige Isomorphismus der Koordinatenringe zeigt, daf} die
Einschrankung

q):GLn — GL(V) (2)
von Abbildung (1) auf GLn fur jede Wahl der Basis {Vi} von V ein Isomorphismus

algebraischer Gruppen ist.
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4. Schritt. Der k-Algebra-Homomorphismus
AK[GL(V)] — k[GL(V)]®kk[GL(V)]

mit

A(0)(f®g) = {(fog) fur (EE* und f,g EE = End, (V) 3)
ist wohldefiniert und ist gerade die Komultiplikation von GL(V), d.h. das
Diagramm

q)*
k[GL(V)] — k[GLn]
x| |a )
o* ¢

k[GL(V)]@kk[GL(V)] — k[GLn]®k k[GLn]
Dabei seien ¢ die Einschrankung (2) des zur vorgegebenen Basis {Vi} von

V gehorigen Isomorphismus (1), A die Komultiplikation von GLn' Man

beachte, A hangt nicht von der Wahl der Basis {Vi} ab.

Abbildung (1) ordnet jedem k-linearen Endomorphismus f: V — V dessen Matrix M(f)
bezuglich der Basis {Vi} zu und ist nach dem dritten Schritt eine regulare Abbildung
affiner algebraischer Varietaten.
¢:E =End(V) — Mn’ f » M(f),
Dasselbe gilt fur induzierte Abbildung
¢:GL(V) — GL _, f » M(),
auf den durch die Determinante definierten offenen Hauptmengen. Wegen
M(f*of”) = M(f")sM(f”) fur °, £” EE
erhalten wir kommutative Diagramme

~Y

EXE - E 2 o fog
oxp| o ¥ ¥
Mot v MOMO) 1 MOM=M
und
GL(V)XGL(V) % GL(V) (2 & fog
ox¢] Lo ¥ T

w

GL xGL_ — GL M) ,M()) » M(f)*M(g)=M(fe)

n

wobei E die Multiplikation die Zusammensetzung von Abbildungen und w die
Multiplikation von Matrizen bezeichnet. Das zweite Diagramm entsteht durch
Einschranken der Abbildungen des ersten auf geeignete offene Hauptmengen. Die
Abbildungen des zweiten Diagramms sind Gruppen-Homomorphismen. Die
Abbildungen des zweiten Diagramms sind als Einschrankungen durch die des ersten
eindeutig bestimmt.

Wir gehen zu den Koordinatenringen tiber und erhalten die kommutativen Diagramme
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~Y

*k

K[E] =5  K[EXE] ¢ ¢
o*] T xe)x ¥ ¥
KM 125 KMV 6o b Cogon=CoTio@x)
und
E* ¢ (o ~
K[GL(V)] —s K[GL(V)XGL(V)] = U
o1 T(oxg)* 7 T

ES ~
KIGL | Ll KIGL xGL | o 1> Cogop=lofio(x9)

Auch hier sind die Abbildungen des zweiten Diagramms durch die des ersten eindeutig
bestimmmt. Genauer: die naturlichen Einbettungen
GL(V) =D(det) & E = End(V) und GLn =D(det) & Mn
induzieren die naturlichen Abbildungen'
k[E] & K[E] det = k[GL(V)] und k[Mn] S k[Mn] det = k[GLn]

in die Quotientenringe bezuiglich der Potenzen der Determinante und die Abbildungen
des zweiten Diagramms sind gerade die Fortsetzungen auf die Quotientenringe der
Abbildungen des ersten.

Somit reicht es zum Beweis der Korrektheit der Definition von A und der
Kommutativitit des Diagramms (4) zu zeigen, daf fur die Einschrankung

w*: k[E] —s k[EXE]
der Komultiplikation von GL(V) auf k[E] Bedingung (3) mit E* anstelle von A erfullt

ist und daf H* durch diese Bedingung eindeutig bestimmt ist.
Nun wissen wir, daf3 das Dual

%
E* C k[E] bzw. M, - k[Mn]
des k-Vektorraums E bzw. Mn im Koordinatenring von E bzw. Mn liegt und diesen

Koordinatenring als k-Algebra erzeugt (nach dem zweiten Schritt). Alle beteiligten
Abbildungen sind k-Algebra-Homomorphismen. Es reicht daher die Einschrankungen
der Abbildungen des ersten Diagramms auf diese Unterraume zu betrachten, d.h. das
kommutative Diagramm

E* ﬂ K[EXE] ¢ o o"u
o] Toxe)x ¥ v

ES ~
M: Ll K[M_ XM ] o 1> Cogou=Cowo(¢pxp)

Da @ ein Isomorphismus ist, d.h. 11/* ist durch p* und die Kommutativitat dieses
Diagramms eindeutig festgelegt, reicht es zu zeigen, dieses Diagramm bleibt

. . [ad ~ . ' . .
kommutativ, wenn wir w* durch A ersetzen. Dabei konnen wir noch die

nullteilerfrei sind.
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Koordinatenringe der direkten Produkte durch die Tensorprodukte der
Koordinatenringe der Faktoren ersetzen, d.h. das Diagramm

~Y

A
E* — Kk[E] ®kk[E]

P T TCP*®CP*
M, —>k[M 1®, kM |

betrachten. Die Abbildungen des Diagramms smd k- llnear. Sie sind also durch ihre
Werte auf einer Basis bereits festgelegt.
Sei
fij: V—V
die k-lineare Abbildung mit

v. fiur € = j 5

d.h.f..(v,)=0,.ev.
lJ é) {0 sonst 1J( ¢ ) ¢j i

Dann bilden die fij eine Basis von E. Wir bezeichnen die Elemente der dualen Basis mit

k) = .
gij € E*, d.h. gij(fuv) 6iu 6jv'
Die Matrix
E.. =M(..)
1 1]

von fi' bezuiglich der Basis der v, hat den einzigen von O verschiedenen Eintrag in der
Position (1,j), und dieser ist gleich 1. Die Eij bilden eine Basis von Mn' Die Elemente
der dualen Basis bezeichnen wir rnit

T..EM b T BEX
ij v _]V

Nach 2.1.4 Beispiel 3 ist die Komultlphkatlon w* von GLn der k-Algebra-
Homomorphismus
ke L —
A=p*: k[Tij I 1,_]—1,...,n]det = k[GLn] — k[GLn]®k k[GLn]
mit
n
A(Tij):é§ 1Ti Z®T i
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, fur alle i und j gilt
B@H*(T;) = (@%@ ¢*)(AT, ),
Wegen

GHT(E) = Tt )= TyE =8, 0 =gu(h )

fur alle u und v, gilt cp*(Tij) = gij' Wir haben also zu zeigen,
N n
Alg;) = %fif@gfj’

d.h. )

A(g )(f®g) =( E g. g®g5 )(f®g),
(=1
d.h.
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n
glj(fog) = Zzlglé(f).géj(g)s

fur alle f,g € E = End(V). Da beide Seiten k-linear in f und g sind, konnen wir und auf

den Fall beschranken, daB3 f und g Elemente einer vorgegebenen Basis sind, also zum
Beispiel auf den Fall
f=f undg=f .
IS uv

Dann ist die linke Seite gleich
LHS =g..(f of )

ijirs uv
= gij(asu'frv) (nach Definition der fij)
= 6su. gij(frv) (gij ist linear)
=09 «d. 0. (Definition von g..)
su ir jv ij
Fir die rechte Seite erhalten wir
n
RHS = 3 gl 24 )
(=1
n . . .
= é§ léir-f) 5.6 Zuoajv (Definition von gij)

Das Produkt unter der Summe ist nur dann von Null verschieden, wenn € = s und ¢ = u
gilt, d.h. der einzige eventuel von Null verschiedene Summand ist

. *0 0. =LHS

ir su jv

Die beiden Seiten sind also gleich.

5. Schritt. Der k-Algebra-Homomorphismus

U:k[GL(V)] — k[GL(V)]

mit
T()H =€) fur ¢€B* und f EE =End, (V) )
ist wohldefiniert und ist gerade der Antipode von GL(V), d.h. das
Diagramm
q)*

k[GL(V)] «— k[GLn]

Tl I ©)
q)*
KIGL(V)] <— K[GL_]

Dabei seien ¢ die Einschrankung (2) des zur vorgegebenen Basis {Vi} von

V gehorigen Isomorphismus (1), v die Antipode von GLn' Man beachte, T
hangt nicht von der Wahl der Basis {Vi} ab.
Wir haben zu zeigen
T(lod)(D) = (U€)od)() fur FEGL(V) und € € kIGL, .
d.h.
(M 1) = uOH (o). (7)
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Dabei konnen wir uns auf den Fall beschranken, daB ¢ ein Erzeugendensystem der k-
Algebra k[GLn], d.h. auf den Fall

(e {Ty;lij =T WLdet(my 1y

Nach 2.1.4 Beispiel 3 ist der Antipode von GLn der k-Algebra-Homomorphismus

ot = k[GLn] — k[GLn]

L:k[Tij I 1,J:1,...,n]d

mit
(T = det(T)'loAji(T),
wenn T die Matrix der Tij bezeichnet und Aij(T) die adjungierte Unterdeterminante der

Matrix T zur Position (i,j). Weil v ein k-Algebra-Homomorphismus ist und det(T) ein
Polynom in den Tij’ folgt

udet(T)) = det(L(Tij))j,jzl,...,n

= det (det(T)_l(Aji(T))) i,j=1,...,n

= det (T
= det(T)"1
Fur € = Tij hat die linke Seite von (7) die Gestalt
LHS = Tij(M(f'l )

= det(M(f))'1 -Aji(M(f)). (Formel fur die Umkehrmatrix)
Fiur die rechte Seite von (7) erhalten wir
RHS = L(Tij)(M(f))

= (det(T)'l-Aji(T))(M(f)) (Definition von v)

= det(M(D) '+, (M(1)
- LHS.
Istl = det(T)'l, so erhalten wir fur die rechte Seite von (7):
RHS = y(det(T)" DyM())
=2 (det(T)) (M(D)

= det(T)(M(f)) (obige Berechnung von v(det(T))
= det(M(f))

LHS =det(T) oMl
= detM( !

= det(M(f)) (Produktsatz fur Determinanten)
= RHS.
Zu (b). Mit
—— k
FIGL(V)] := SF(EndF(VO) )
gilt

F[GL(V)]@Fk = Sk(E*) =k[GL(V)].

2 Wegen det(T)-det(T)_1 = 1 und weil \ ein Ring-Homomorphismus ist.
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Das liegt daran, das SF(EndF(VO)*) dieselbe Universalitatseigenschaft ibber F besitzt
wie Sk(E*) iiber k.
Wenn man k durch F und E durch E0 = EndF(VO) ersetzt lassen sich Komultiplikation

und Antipode in derselben Weise wie oben uber F konstruieren. Anstelle der
Diagramme von k-Algebra-Homomorphismen, welche die Gruppen-Struktur von
GL(V) beschreiben, erhdlt man Diagramme von F-Algebren, welche nach Anwenden

des Funktors ®Fk kommutativ werden. Diese Diagramme sind deshalb selbst schon

kommutativ. Die Kommutativitit dieser Diagramme hat zur Folge, daf}

GL(V)(F) := HomF_ Alg(F[GL(V)], F)

eine Gruppenstruktur hat: durch Anwenden des kontravarianten Funktors Hom(?,F) auf
diese Diagramme, erhdlt man die Diagramme von Bemerkung 2.1.1.1 (vi) mit
GL(V)(F) anstelle von G, deren Kommutativitit dquivalent ist zu den Gruppen-
Axiomem fur GL(V)(F).

QED.

2.1.5 Aufgabe 2

Uberpriifen Sie, ob die Untergruppen der GLn von 2.1.4 Beispiel 4 tatsachlich
abgeschlossen sind in GLn'

Beweis. Wir haben zu zeigen, diese Untergruppen sind als Teilmengen der GLn durch

polynomiale Gleichungen definierrt.

Zu (a). Die endlichen Untergruppen der GLn .

Jede einpunktige Menge einer algebraischen Menge X ist abgeschlossen, denn fur x €
X gilt
{x}=VM)

Dabei sei MX das maximale Ideal der Funktionen von k[X] mit der Nullstelle x. Damit

ist aber auch jede endliche Teilmenge von X abgeschlossen.

Zu (b). Die Gruppe Dn der nicht-singularen Diagolnalmatrizen.
Es gilt
DIl = {(Xij) € GLn | Xij =0furi # j},
d.h. Dn besteht aus den gemeinsamen Nullstellen in GLn der linearen Polynome Xij mit

i #j.

Zu (¢). Die Gruppe Tn der oberen Dreiecksmatrizen .

Tn ={ (Xij)EGLn I xij:O furi>j}.
Zu (d). Die Gruppe Un der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen.
Es gilt

Un ={ (xij)E Tn I X - I=0fari=1,.,n},
d.h. Un ist abgeschlossen in Tn' Weil Tn abgeschlossen in GLn ist, ist damit auch Un
abgeschlossen in GLn'

Zu (e). Die spezielle lineare Gruppe SLn.
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Es gilt
San{xEGLnIdet(x)- 1=0}.
Weil die Determinante einer Matrix ein Polynom der Eintrage dieser Matrix ist, ist SLn
abgeschlossen in GLn'
Zu (f). Die orthogonale Gruppe On .

_ T, _
On —{XEGLnIX x=1}

n
={ (Xij) S GLn Ly XViXVj = 6ij furi,j=1,..n}
v=1
Zu (2). Die spezielle orthogonale Gruppe SOn'

SOn = OnmSLn
:{XEOnldet(x):l}

n
={ (Xij) € GLn Ly XViXVj = 6ij furi,j = 1,...,n und det(xij) =1}

v=I
Zu (h). Die symplektische Gruppe Sp '

= Too e
Sp2n —{XEGLnlx Jex=1}

n n
={ (Xij) € GLIl Ly s xm-a

u=Iv=1

Dabei seien die aij die Eintrage der Matrix

0 ln
J=(_1 O].
n

A = KISL,) = K[T | T, Ty, T, W(T »T, Ty T D) = Klt by taot ]

wobeli ti die Restklasse von Ti bezeichnet. Sei B die von den Produkten

uv.xvj = 6ij fur i,j=1,...,n }

QED.

2.1.5 Aufgabe 3
Es gilt

t.t, mit i,j=1,...,4
ij

erzeugte Teilalgebra von A uber k,
B'—A[tztt t.t,,tt t2tt t t t2tt
B S R T S 7 A e M AR M 7
(a) Seien A und u die k-Algebra-Homomorphismen, welche die Gruppen-Struktur

der SL2 definieren. Zeigen Sie, es gilt

51(C A).

A(B) C B®B und «B) = B.
Verwenden Sie dies, um zu zeigen, dafl es eine lineare algebraische Gruppe
PSL2 gibt mit dem Koordinatenring B.

Zeigen Sie, die naturliche Inklusion B & A definiert einen Homomorphismus
algebraischer Gruppen
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SL2 — PSL2

mit einem Kern der Ordnung < 2.

(b) Istchar(k) # 2, so besteht B aus den Funktionen f € A mit f(x) = f(-x) fur jeden
Punkt x € SL2.

(c) Istchar(k) =2, so definiert der Homomorphismus von (a) einen Isomorphismus
der abstrakten Gruppen, der jedoch kein Isomorphismus algebraischer Gruppen
ist.

Beweis. Irreduzibilitit des Polynoms

det (T) -c
im Fall einer nxn-Matrix T = (Tij) von Unbestimmten fur jede Konstante c.

Erster Beweis.
Angenommen, det(T)-1 zerfallt in ein Produkt von Polynomen, sagen wir

det(T)-1 = f(T)=g(T).
Als Polynom in einem einzigen Tij ist det(T)-1 linear. Deshalb kommt jedes Tij auf der

rechten Seite in nur einem der Faktoren vor.

Sind Ti' und TuV zwei Unbestimmte aus derselben Zeile oder derselben Spalte von T,

so konnen diese nicht in verschiedenen Faktoren rechts vorkommen, denn dann wiirde
auch deren Produkt vorkommen. Das aber widerspricht der Determinanten-Definition
von Leibniz, nach welcher det(T) eine vorzeichenbehaftete Summe von Produkten ist,
in denen aus jeder Zeile und jeder Spalte genau ein Faktor vorkommt.

Sind Ti' und TrS zwel Unbestimmte aus unterschiedlichen Zeilen und unterschiedlichen
Spalten von T, so gibt es eine Unbestimmte TuV welche mit dem einen Faktor eine Zeile
und dem anderen Faktor eine Spalte gemeinsam hat. Wie eben bemerkt, liegen dann Tij
und TuV im selben Faktor. Dasselbe gilt aber auch fur Trs und Tuv' Daher liegen auch
Ti' und Trs im selben Faktor.

Zusammen ergibt sich, dal} alle Unbestimmten im selben Faktor liegen, d.h. der andere
Faktor ist eine Konstante. Dies beweist die Irrduzibilitat von det (T) - c.

Zweiter Beweis der Irreduzibilitat von det(T)-c (nur fur den Fall ¢ # 0).

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: n = 1.

Die Determinante der 1x1-Matrix (T1 1) ist gleich T .. Das Polynom

11
det(Tll) -cE k[Tll]

ist als lineares Polynom in einer Unbestimmten tiber einem Korper irreduzibel.
Induktionsschritt: n > 1.
Wir betrachten f = det(T)-c als Polynom in T

1 mit Koeffizienten aus dem Polynomring

R :=KIT,; i = 1., nund i) # (1) ]

in den ubrigen Koeffizienten. Nach dem Entwicklunssatz ist f als Polynom in T11

linear, sagen wir
f:a-T11 +bmita,bER’

Zum Beweis der Irrduzibilitét reicht es zu zeigen,
1. fist irreduzibel als Polynom tiber dem Quotientenring von R’.



24

2. Der grofite gemeinsame Teiler der Koeffizienten von f (in R”) ist 1.
(vgl. Lang [2], Kapitel 5, §6, Theorem 10).

Zu 1. f ist irreduzibel als Polynom in T . tiber dem Quotientenkorper von R’, wie jedes

11
Polynom vom Grad 1 in einer Unbestimmten iiber einem Korper.

Zu 2. Der Koeffizient a von T,k ist die Determinate einer (n-1)xX(n-1)-Matrix in

gewissen Tij und als solches nach 1Irllduktionsvoraussetzung irreduzibel:
a € ist irreduzibel in k[Tij l1,j=2,...,n]
(also auch in R’ und in R). Das Absolutglied b von f hat die Gestalt
b= b2-T12+...+bn-Tln - C.
Dabei ist bi bis aufs Vorzeichen die Determinante einer (n-1)x(n-1)-Matrix in gewissen
Ti' und damit ein homogenes Polynom des Grades n-1 > 0 in gewissen Tij'
Insbesondere hat bi das Absolutgliede O fur jedes i. Das bedeutet aber,

b hat als Polynom von R’ das Absolutglied -c.
Angenommen a und b besitzten einen nicht-konstanten gemeinsamen Teiler, sagen wir
dlaunddIb.

Wegen d | a und a irreduzibel ist d bis auf einen konstanten von O verschiedenen Faktor
gleich a. Wir konnen deshalb annehmen
d=a.
Dann gilta | b, also
b =aef
mit einem Polynom f in den Ti" Als homogenes Polynom des Grades n-1 >0 in

gewissen Tij hat a das Absolutglied 0. Dasselbe gilt dann aber auch fur a«f. Das steht

aber im Widerspruch dazu, da3 b das Absolutglied -c besitzt. Die Annahme, daf3 die
Koeffizienten a und b einen nicht-konstanten gemeinsamen Teiler besitzen muf3 also
falsch sein, d.h. es gilt 2.

Berechnung des Koordinatenrings von SL 5

Nach Definition gilt
SL2 ={x€E GL2 ldet(x)-1=0} (vgl. . 2.1.4 Beispiel 4 (e))
={xEM, ldet(x)-1=0},

2
d.h. als Teilmenge der afffinen Varietat M2 = A%ist SL2 gerade die abgeschlossenene
Teilmenge

SL, = V(det(T) - 1) C A*
hat also den Koordinatenring

k[SLz] = R/I(V(det(T) - 1)) mit R := k[Tij l1,j=1,2]

= R/A/(det(T)-1)-R
(vgl. 1.1.2 (i1)). Weil, wie gerade gezeigt, det(T)-1 irreduzibel ist, gilt

\(det(T)-1)*R = (det(T)-1)+R.

Sei S eine weitere Unbestimmte. Dann gilt
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k[SL2] =R/(det(T) - 1) (Definition von SL ., Irrduzibilitat von det(T)-1)

29
_ 1 )
=KIT, |sT ;5 Ty Tsye det(T) (det(T) - 1)

=K[T, | T, .T, T, SH(Sedet(T) - 1, det(T) - 1)

= k[Tll’T12’T21’T22’ SI/(S -1, det(T) - 1)
| = k[T1 1,T12,T21,T22]/(det(T) -1). |
Mit T1 = Tll’ T2 = T12 , T3 = T21, T4 = T22 erhatlen wir

KISL,| = K[T . T, T, T, J(T *T,-T,-T,-D).

Bezeichnet tij die Restklasse von Tij’ konnen wir auch schreiben

KISL, I =Kty (ot 5.t b |

Zu (a). Der k-Algebra-Homomorphismus A: A — A®A ist induziert durch die
2
Komultiplikation der GL,, welche T.. abbildetin ¥ T. ®T .. Es gilt also
2 1 v V]
v=1
2
A(tij)= > tiv®tvj'
v=1
Nach Definition wird B als k-Algebra von den Produkten der Gestalt tij.ti’j’ erzeugt.

Weil A ein k-Algebra-Homomorphismus ist folgt
2 2

A(tij-ti,j,) =(3 tiu®tuj.)-( D ti,v®tvj,.)
u=1 u=1
2 2
=3 3 tm- ti’v ® tuj. tvj’ )
u=lu=1

Weil die Produkte t. «t., undt .-t .,in B liegen, ist die Summe auf der rechten Seite
1w v u vj

ein Element von B®B. Damit liegt aber auch jedes Polynom uiber k in solchen Summen
in B, d.h. es gilt

A(B) C B®B.
Analog ist der k-Algebra-Isomorphismus t: A — A induziert durch den Antipoden der
GL2 , welcher Tij abbildet in

_1. — . - ° _1. - 1+j.

det(T) (Aji(T))_(Tll T22 T12 T21) (-1) T3—j,3—i'
Es ist also
—_ ° - ° _10 - 1+j'
W) =ttty tCD T 5
t,t

.. 11 12

=(_1)1+J.t3_. 2 (wegendet =1
s 21 22

Man beachte, es gilt
2 — 1V e it =

d.h. v ist selbstinvers.
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Weil v ein k-Algebra-Homomorphismus ist, folgt

. — (],
L(tij ti,j,) (-1) t B,

3434334 €
also

uB) C B.
Weil 1 selbstinvers ist, gilt damit auch

B =1(u(B)) & uB),
zusammen also

uB) =B.
Wegen A(B) € B®B und B) = B kann man in den kommutativen Diagrammen,
welche die Gruppen-Struktur der SL2 beschreiben, den Ring A = k[SLz] durch den
Teilring B ersetzen (und die Homomorphismen durch deren Einschrankungen). Man
beachte, der k-Algebra-Homomorphismus

e A—k

liefert dabei einen k-Algebra-Homomorphismus B — k, der k-Algebra-
Homomorphismus

m: A®A — A, x®y b Xey,
einen k-Algebra-Homomorphismus

B&®B — B, x®y & xey,

und die natuirliche Einbettung k & A wird zur natiirlichen Einbettung k < B.

Weil die k-Algebra B endlich erzeugt ist und als Teilalgebra von A auch reduziert, ist sie

der Koordinatenring einer algebraischen Menge, die wir PSL2 nennen wollen,
k[PSL2] =B,

und die gerade konstruierten kommutativen Diagramme versehen PSL2 mit der

Struktur einer linearen algebraischen Gruppe,

PSL2 ist eine lineare algebraische Gruppe.

Die naturliche Inklusion B & A definiert wir jeder k-Algebra-Homomorphismus einen
Morphismus affiner Varietaten

T SL2 — PSLZ'

Nach Konstruktion ist die Komultiplikation A’ von PSL2 gerade die Einschriankung

der Komultiplikation A von SL . Genauer, das Diagramm

2

A
A — A®A
J J

9

B — B®B

ist kommutativ. Wir gehen zu den zugehorigen Morphismen affiner algebraischer
Varietaten uber und erhalten ein kommutatives Diagramm
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w
PSL2 — PSL2XPSL2

wobei w’ die Multiplikation von PSL2 bezeichnet. Die Kommutativitat dieses

Diagramms bedeutet, da3 der Morphismus it ein Gruppen-Homomorphismus ist, und
damit ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen,

s SL2 — PSL2
Wir haben noch zu zeigen, der Kern von rt besteht aus hochstens zwei Elementen. Dazu
betten wir PSL2 mit Hilfe der Erzeuger tijti’ i von B in den affinen Raum ein,

PSL, < k10,

2 2 2 2
X (tl (X) ?tltz(x) ’t1t3 (X) 7t 1 t4(X) ,tz(X) ’t2t3 (X),t2t4(X) ’t3 (X) ,t3t4(X),t2(X))
Dabei ist t1 = tll’ t2 = t12 , t3 = t21, t4 = t22. Die Koordinatenfunktionen des
Morphismus

ist ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen.

T SL2 — PSL2

erhalten wir, indem wir m mit den Koordinatenfunktionen von tijti’ P von PSL2

zusammensetzen. Damit hat 5t die Gestalt
T SL2 — AIO

mit

%21 %22 J 1

Dabei seien die Paare lexikographisch geordnet: (1,1) < (1,2) < (2,1) < (2,2). Aus der
Abbildungsvorschrift lesen wir ab, fur jede 2x2-Matrix mit der Determinanten 1 gilt

(A) =n(-A) fur A € SL

*11 %12
n(( )) = (XX, ; 1i,j,ij° € {1.2} mit (i,j) = ("))

2

Wir werden die Umkehrung beweisen, d.h. fur Matrizen A,B € SL2 besteht die

Implikation
m(A) =n(B) = A ==B.

Weil n ein Gruppen-Homomorphismus ist, reicht es zu zeigen,

X, X X, X
n((xll x12 ) € Ker(m) = (Xll Xlz) - i((1) (1))
21722 21722
Sei also
X, X
(XH X12 € Ker(m),
21722
Dann gilt

*11%12 10
u((le Xzz]) ) u((o 1))'
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Die Bilder haben dieselben Koordinaten, d.h.fur beliebige i und j gilt

2 2
Xij =9
also
2
also
— =+ -+ = =
Xpp = EL Xy =EL X =%y, =0,
Wir haben noch zu zeigen, daf} X1 und X595 dasselbe Vorzeichen haben. Das ist aber
so, denn es gilt
X1 =00y = 0= 1

Damit kennen wir den Kern von t,

10
=+
Ker(r) = {-(O 1)}.
Man beachte, in der Charakteristik 2 ist dies eine einelementige Menge, d.h. im Fall
char(k) = 2 ist i injektiv.
11712

e SL, gilt
%21 %22 2

Zu (b). Fur jede Matrix x = (

t. 't" "(X) = Xij.xi’,j, = (_Xij).(_xi’,j’) = (_X)'

Da die tijti’ P die k-Algebra B erzeugen, folgt

t.t., .,
Jr,)

f(x) =1f(-x)  fur jedes f € B und jedes x € SL2.

Sei jetzt umgekehrt f € A eine Funktion mit f(x) = f(-x) fur jedes x € SL2. Wir

schreiben f in der Gestalt

f:f0+f1

wobei fO eine Linearkombination iiber k von Potenzprodukten geraden Grades in den tij

und f | eine Linearkombination iiber k von Potenzprodukten ungeraden Grades in den tij

sein soll. Dann gilt fur jedes x € SL2 :
f(x) = fO(X) +f | (x) und
00 =f(x)  =£,60 -,

also
2+f(x) = 2-f0(x).

Wegen char(k) # 2 ist 2 € k eine Einheit. Wir konnen mit dem Inversen mulitplizieren

und erhalten
fx) = fo(x) fur jedes x € SL2,
alsof=f_ in A, alsof=f_ & B.

0 0
Zu (c). Weil
BCA
ein echter Teilring von A ist, ist der durch die naturliche Einbettung
BS A

induzierte Morphismus von affinen Varietiten
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T SL2 — PSL2

kein Isomorphismus von Varietaten (vgl. Bemerkung 1.4.7 (vi)).

Wie bereits erwahnt ist

10
— I+
Ker(r) = {_(0 l)}'
im Fall der Charakteristik 2 eine einelementige Menge, d.h.

T SL2 — PSL2

ist dann injektiv.

Es reicht also zu zeigen, dall ; surjektiv ist. Sei y € PSLZ. Betrachten wir den

Homomorphismus von k-Algebren

B:B — k, f » f(y).
Es reicht zu zeigen, dieser 146t sich fortsetzen zu einem k-Algebra-Homomorphismus

oA — Kk,
denn dieser hat dann nach 1.3.4(3) die Gestalt f 5 f(x) mit einem Punkt x € SL2. Weil

o. den Homomorphismus B fortsetzt, gilt Ker(a) (1) B = Ker(p), also
MX (1B = My ,
also m(x) = y (vgl. den Beweis von Bemerkung 1.4.7 (iii)). Beweisen wir also die

Fortsetzbarkeit von 3 zu einem k-Algebra-Homomorphismus a. Dazu wiederrum reicht
es, die folgenden Aussage zu beweisen:

Fur jedes maximale Ideal q von B gibt es ein maximales Ideal p
von A mit g=p( \B.

Nach Definition von B liegen die Quadrate der Erzeuger ti. von A in B. Dann liegen aber
auch die Quadrate beliebiger Potenzprodukte der ti' in B. Weil die Charakteristik gleich

2 ist, liegen damit auch die Quadrate beliebiger Linearkombinationen dieser
Potenzprodukte in B, d.h. es gilt

2 € B fur jedes f € A.
Fur ein vorgegebenes maximales Ideal q von B setzen wir

p={fEAIfPEq).

Weil die Charakteristik gleich 2 ist, ist p ein Ideal von A. Fur zwei Elemente a’,a” € A
»2
ea

202

mita’a” Epgilta

ale q oder a” 2e g, also a’Ep oder a”Ep. Wir haben gezeigt, p ist ein Primideal von
A. AuBlerdem gilt

»2e q- Weil q ein maximales Ideal - also ein Primideal - ist, folgt

q=p()B.
Beweis von “C”. fur f € q gilt 2 e g, also f € p, d.h. f € p[B.
Beweis von “2D”. fur f Ep( B gilt fZEq. Wegen f € B und q maximales Ideal folgt f
€q.
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Es bleibt noch zu zeigen, p ist maximal in A. Wegen q = p( \B induziert die natiirliche

Einbettung B & A einen injektiven Homomorphismus B/q — A/p. Dabei ist A/p eine

endlich erzeugte und nullteilerfreie Algebra uber dem Korper B/q. Das Quadrat jedes
Elements von A/p liegt in B/q. Damit ist A/p sogar eine endliche algebraisiche
Erweiterung von B/q (d.h. als B/g-Vektorraum von endlicher Dimension) und damit ein
Korper. Wir haben gezeigt, p ist ein maximales Ideal von A.

QED.

Bemerkung

Die Aussage, dafl die Abbildung s: SL2 — PSL2 surjektiv ist, gilt auch im

allgemeinen Fall. Das liegt daran, dal die k-Algebra A eine sogenannt ganze
Erweiterung der Teilalgebra ist (vgl. Matsumura [1], Theorem 5 in (5.E) oder
Matsumura [2], Theorem 9.3).

2.1.5 Aufgabe 4
Zeigen sie die Gruppe Trl von 2.1.4 Beipiel 4 ist auflosbar.

Beweis.
1. Schritt: Der Kommutator zweier Elemente von Tn liegtin Un’

(x,y) = xyx'ly'l € Un fur beliebige x, y € Tn.

Jedes Element x € Tn hat die Gestalt

X =de(1+m)
mit einer umkehrbaren Diagonalmatrix d und einer nilpotenten oberen Dreieckmatrix m.
Sei

y =e*(1+n)
eine weiteres Element von Tn (mit einer umkehrbaren Diagonalmatrix e und einer

nilpotenten oberen Dreieckmatrix n). Es gilt
Xy =de+(1+m)ee+(1+n)
= de(1+m)ed” ! edes(1+n)+(de) ! +(de)
= (I+0 (m))+(1+0 ,_(n)+(de)
Dabei bezeichne o, die Konjugation mit z, O‘Z(W) = zwz" L. Dieselbe Formel mit x und y
vertauscht liefert
yX = (1+Oe(n))-(1+0e d(m))-(ed).
Damit erhalten wir fur den Kommutator
byl = xy)»o!
= (1+0 (m)+(1+0,,_(m)+(de)+(ed) !+ (140 _ m)) ! (1+0 ) 7}
Weil die Diagonal-Matrizen d und e miteinander kommutieren, folgt
(xy) =(+0 m)-(l+o, M) (1+0_m) ! (1+o_m) !

Wenn wir eine nilpotente obere Dreiecksmatrix mit einer Diagonalmatrix konjugieren,
erhalten wieder eine nilpotente obere Dreiecksmatrix. Auf der rechten Seite steht also ein
Produkt von Elementen der Gruppe Un und von Inversen solcher Elemente. Ein

XyX

solches Produkt liegt wieder in Un' Wir haben gezeigt

x,y) € Un fur beliebige x, y € Tn'
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2. Schritt. Un ist ein Normalteiler von Tn'
Im ersten Schritt haben wir gezeigt,

xyx ly'le U_fur beliebige x,y €T
Ist y sogar ein Element von Un’ so gilt

xyx'l = xyx'ly'ly S Un. Un - Un ,

d.h. es ist
xyx L e U_fiir beliebige x € T_und beliebige y €U ,
also
X Unx'1 C U_fir belichige x € T _

2. Schritt: Reduktion auf die Auflosbarkeit der Untergruppe Un'

Es reicht zu zeigen die von den Kommutatoren

1 -1

X y)=xyx'y ,xyeG
einer Gruppe G erzeugte Untergruppe’
G, G)
liegtinFallG=T ganzinU
n n
(T , T )CU .
n’n n

Denn dann ist
T /U

n n
eine Faktorgruppe der abelschen Gruppe Tn/(Tn , Tn ) also abelsch, und es reicht, die
Auflosbarkeit von Url zu beweisen. Die Inklusion
(T . T )CU
n’ n n

haben wir aber bereits im ersten Schritt bewiesen.

3.Schritt. Konstruktion einer Folge von Untergruppen UL von Un'

Bezeichne Ei' die nxn-Matrix, deren einziger von O verschiedener Eintrag sich in der
Position (i,)) befindet und gleich 1 ist. Die Matrizen der Gestalt Eij heiflen

Elementarmatrizen. Es gilt

E. fur j=u
oE =1V (1)
1J uv |0 sonst
Wir schreiben
é(Eij) = j-i )

Die Eins steht in Eij auf der Hauptdiagonalen, falls ¢ (Eij) =0 gilt. Sie steht eine Position
uber der Hauptdiagonalen, falls Z(Eij) = 1 gilt, sie steht r Positionen uber der

Hauptdiagonalen, falls ¢ (Eij) =r gilt. Die Menge

3 Es ist sogar ein Normalteiler: innere Automorphismen iiberfuhren Kommutatoren in Kommutatoren.
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> ke Ei'
]
Z(Eij):r

besteht aus den Matrizen, deren einzige von Null verschiedene FEintrige genau r
Positionen uiber der Hauptdiagonalen liegen. Aus der Produktformel (1) lesen wir ab,

Z(Eiu.Euj) = Z(Eij) = j-i = (u-i) + (j-u) = Z(Eiu) + Z(Euj),

d.h.
Z(Eiu-Euj) = é(Eiu) + é(Euj), (3)
Die Gruppe UIl laBt sich mit Hilfe dieser Bezeichnungen in der folgenden Gestalt
schreiben.
Un =1+ Nn mit Nn = Y ke Eij' 4)
Z(Eij)zl
Wir setzen
r
N, = / EE ke Eij
Dann gilt
r r+1 n
N, D) N, undN_ =0 (5)
und
NL N = ke E ke E
n’ n_éEE ) ij.fEE " Fuy
( ij)Zr (E,)=s
) ¢ EE 4 EE -
( ij)zr (E,)=s
C D k-Ei. (wegen (1) und (3))
Z(Eij)zr+s
also
NTeN; N (5)
Wir setzen
r r
U, = 14N, (6)

) ) ) r .
Das Inverse einer Matrix der Gestalt 1 + m mit mENrl hat die Gestalt

1—m+m2—m3+-...,

liegt also in 1+ N;, d.h. der Ubergang zum Inversen definiert eine Abbildung

r r -1
Un—>Un,X|->x .

Man beachte Zm! ist fur groBie i gleich 0 und liegt fur beliebige i=1 im k-Vektorraum
NTC N
Wegen (5) definiert die Matrizen-Multiplikation eine Abbildung
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U; X U; — U;, (I4m, 1 +m’) » 1 + m+m’+mm’,
(esgiltmm’ € erlr - N;). Wir haben gezeigt,

r. . . . 1
U istfurr=12,.., neine Untergruppe von Un =U,.

4. Schritt. Berechnung eines weiteren Kommutators.
Seien x € NIIl und y € Nfl. Wir wollen den Kommutator der Elemente
r
I+x € Un und 1+y €U

bestimmen. Wir setzen

(0.0] .
s=(1+0)71 = 3 (-0

i=0
=1+ x*w
mit
o0 . 1
w = ¥ (-x) le Nn
i=1
Dann gilt
(1+x)-(1+y)-(1+x)'1 =(l+x+y+ xy)-(1+x)'1
= (1+)+(14+x) ] + (y + xoy)es
=14+ (y + xey)es
=1+ (y + xey)e(1+xw)
=1+ y+Xy+ yXw + Xyxw
Dabei ist
Xy Ill N - N +1
yxw €N Nlo N, C Nr+2
Xyxw € erlelerlerl CN, r+3

also 7 =Xy + yxw + Xyxw € Nr+1

Fur beliebige x € erl und y € Nn ist also

(1) (14y)e(1+x)° L = 14y +zmitz € N;H 7)

Es folgt
(1+x, 14y) = (1+y +2)e(1+y) |
= (1+y)s () 2 (!
o0 .
=1+ze 3 (-p)
i=0
mit
2+ () eNGTNITC NG
fur jedes 1, wobei nur endlich viele z+ (—y)i von 0 verschieden sind. Damit hat der

Kommutator fur beliebige x € erl und y € N; die Gestalt
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(14, 14y) = 1 +umituENfl+1 (8)

5. Schritt: U:] ist Normalteiler von Un
Nach (7) gilt
r -1 r . .
gU g C U, furbeliebige g € Un'
. r r r+1
6. Schritt: (U, ,U,) C U,
Nach (8) gilt
h) € U fur beliebige g, h € U
(g, h) o furbeliebige g, n

Also liegt die von den Kommutatoren der Elemente von U; erzeugte Untergruppe ganz
- |
in Un ,

r r r+1

U,.Uy) - U, .

Der Kommutator der Restklassen von g und h in U;/U;-Fl ist deshalb gleich 1, d.h. die
Restklassen von je zwei Elementen g und h in U;/Uf:-1 kommutieren.

7. Schritt: AbschluB des Beweises.
Nach dem funften Schritt ist

1 2 n-1 n
Un:UnDUnD...DUn DUn:{l}
eine Folge von Normalteilern von Un' Insbesondere ist U;H ein Normalteiler von U;

fur jedes r. Nach dem sechsten Schritt ist

r, 1+l
U,/ U0,
fur jedes r eine Faktorgruppe der abelschen Gruppe U;/ ( Ufl, U;), also selbst abelsch.
Wir haben gezeigt Un - und damit auch Tn - 1st auflosbar.

QED.

Bemerkung

Die im vierten Schritt bewiesene Identitit (8) ist eine viel stirkere Aussage als die
Inklusion

r r r+1
LU U Yl
fur deren Beweis wir sie benutzt haben. Nach (8) gilt
r r+1
( Un ;UL) C U, -

..o, X EU
1 n n

Das bedeutet, alle (n-1)-fach iterierten Kommunikatoren von Elementen x
liegen in UL = {1}:
iegenin U = {1}:

(x1 ,(...(xn_l,xn)...)) =1.
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2.1.5 Aufgabe 5
Zeigen Sie, die Automorphismen der algebraischen Gruppe Ga (=k) sind gerade die

Multiplikationen mit von O verschiedenen Elementen von k.
Beweis. Sei

»:G.—G
a a
ein Automorphismus. Dann ist ¢ insbesondere ein Isomorphismus von affinen
Varietiten, induziert also einen Isomorphismus der Koordinatenringe,
h:=@*: k[T] = k[Ga] — k[Ga] =Kk[T], T eine Unbestimmte.

Sei

f:=h(T) = o*(T) €EK[T].
Dann ist

Im(h) = k[f(T)] = {p(f(T)) | p EK[T]}.

Wegen deg(p(f(T)) = deg(p)+deg(f) und T € k[f(T)] folgt

deg(f) = 1.
Als Verpflanzung der Koordinatenfunktion T entlang ¢ ist f = @*(T) die

Koordinatenfunktion der Abbildung ¢, d.h. ¢ ist die Abbildung
Q: Ga — Ga’ X b f(x).

Als Homomorphismus uiberfuhrt ¢ das neutrale Element von Ga in sich. Deshalb gilt

f(0) = 0.
Damit ist f ein Polynom vom Grad 1 mit trivialen Absolutglied,

f=aT €k[T],a€E k.
Weil die Abbildung ¢ injektiv ist, mufl a # O sein,
f=a-T mit a € k*.
Die Abbildung ¢ ist gerade die Multiplikation mit dem Element a € k*.
Die Abbildungen dieser Art sind tatsachlich Gruppen-Homomorphismen, denn fur
solche ¢ ist das Diagramm

(p*

K[T] — K[T]
Al A mit A(D) =TO1+1@T, ¢*(T) = a+T mit ack*.
PFp*
KITI® KT —" k[TI® K[T]
kommutativ:

A(p(T)) = A(a*T) = a*A(T) = a(T®1+1®T).
(PRP)(A(T)) = pROP(TO1+1®T) = (a*T)®1+1®(a-T).

Wegen a # 0 ist ¢ sogar ein Automorphismus: wenn wir a durch 1/a ersetzen, erhalten

wir die Umkehrung.
QED.

2.1.6 Verallgemeinerungen

(a) Gruppen-Schemata

Die Beschreibung des Begriffs der linearen algebraischen Gruppe mit Hilfe von
Algebra-Homomorphismen wie in 2.1.2 fuhrt zu folgenden Verallgemeinerung.



36

Sei R ein kommutativer Ring und A eine R-Algebra. Weiter seien R-Algebra-
Homomorphismen

A:A—>A®RA,L:A—>A,8:A—>R,

gegeben, so dal} die Diagramme von 2.1.2 kommutativ sind. Dann sagt man, die Daten
G=(A, A ¢)

definieren ein Gruppen-Schema uiber R (genauer ein affines Gruppen-Schema). Wir
werden gelegentlich auf diesen Begriff treffen. Wir werden jedoch nicht naher auf die
Theorie der Gruppen-Schemata eingehen. Sie wird zum Beispiel in

Demazur, M., Gabriel, P. [1] und

Demazur, M., Grothendieck, A. [1]
behandelt.

(b) Gruppen-Schemata als Gruppen-Funktoren
Sei
G=(A, A ¢)

ein Gruppenschema iiber dem Ring R. Aus den Axiomen von 2.1.2 folgt, daf fur jede
R-Algebra S die Menge

G(S) := Hom o (A,S)

R-Al

der R-Algebra-Homomorphismen A — S in natuirlicher Weise eine Gruppen-Struktur
besitzt. Genauer, durch

G: (R-Algebren) — (Gruppen), S » G(R),
ist ein Funktor auf der Kategorie der R-Algebren mit Werten in der Kategorie der
Gruppen definiert. Ein solcher Funktor heifit auch Gruppen-Funktor (auf der Kategorie
der R-Algebren. Der Begriff des Gruppen-Funktors verallgemeinert den Begriff des

Gruppen-Schemas. Mehr iiber Gruppen-Funktoren findet man in der oben angegebenen
Literatur.

(¢) Quantengruppen
Eine neuere Variante der Verallgemeinerung, die recht wichtig geworden ist, ergibt sich,
indem man in (a) nicht-kommutative R-Algebren A zuldBt. In diesem Fall sind die
Komultiplikation und Auswertung im neutralen Element,
Aunde,
k-Algebra-Homomorphismen wie bisher. Von

L
jedoch wird gefordert, daB3 es sich um einen Anti-Isomorphismus handelt. Es wird die
Gultigkeit derselben Axiome wie bisher gefordert. Aulerdem verlangen wir, daf die

entgegengesetzte Algebra A°PP (d.h. A mit der Multiplikation in umgekehrter
Reihenfolge) dieselben Eigenschaften bezuglich

Aile
hat. Wir sagen dann, die Daten
G=(A, A ¢)
definieren eine Quantengruppe itber R. Mehr itber Quantengruppen und Beispiele findet
man in

Jantzen [2] und
Kassel [1]
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2.2 Einige grundlegende Ergebnisse

2.2.0 Eine einfache Beobachtung

Sei G eine algebraische Gruppe. Fur jedes g € G definieren dann die Multiplikation von
links und rechts Isomorphismen von affinen Varietiaten

L G—Gxpgx,undR . G—G,xp X-g'l.

Wir werden diese Tatsache sehr oft ohne weitere Hinweise im folgenden benutzen. Wir
nennen diese Isomorphismen Linkstranslation bzw. Rechtstranslation mit g.
Bemerkungen

(i) Die Linkstranslation mit g,

"d
L,:G @D e M G,

kann man als Einschrankung der Gruppen-Multiplikation w auf die
abgeschlossene Teilmenge
G={g}xG
von GXxG auffassen.
(i) Die Rechtstranslation mit g,

0
d,
R, G (de D) M G

kann man als Einschrankung der Gruppen-Multiplikation p auf die

abgeschlossenen Teilmenge

G=Gx{g'h
von GxG auffassen.

2.2.1 Die Komponente der Eins

2.2.1.1 Charakterisierung der Komponente der Eins

Sei G eine algebraische Gruppe. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1) Es gibt genau eine irreduzible Komponente GY von G, welche das neutrale
Element e € G enthilt. Diese ist ein abgeschlossener Normalteiler von G mit
endlichem Index in G.

(i1) GY st die einzige Zusammenhangskomponente von G, welche das neutrale
Elemente e enthlt.

(ii1) Jede abgeschlossene Untergruppe von G mit endlichem Index enthalt GO,
Bemerkung

Der nachfolgende Beweis zeigt, jede algebraische Gruppe G ist die disjunkte
Vereinigung  ihrer  irreduziblen =~ Komponenten, die  gleichzeitig  ihre
Zusammenhangskomponenten sind. Fur algebraische Gruppen fallen also die Begriffe
“Zusammenhangskomponente” und “irrduzible Komponente” zusammen. Eine
algebraische Gruppe ist genau dann zusammenhéngend, wenn sie irreduzibel ist.

Beweis. Zu (i). Seien
XCGundYCG

irreduzible Kompoenten von G, welche die Eins e € G enthalten. Sind

wGxG—Gundi: G—G
die Multiiplikation von G bzw. die Invertierungsabbildung (wie in 2.1.1), so ist
XeY = wXxY)
eine irreduzible Teilmenge von G, und dasselbe gilt fur deren AbschlieBung
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XY
(nach 1.2.3). Wegen
XC XeYund Y C XeY

und weil X und Y als Komponenten von G maximale irreduzible Teilmengen von G
sind (vgl. 1.2.4), folgt

X=XeYund Y = XY,
und damit insbesondere auch
X=Y.

Damit sind Existenz und Eindeutigkeit von G? bewiesen.
GO ist eine abgeschlossene Untergruppe von G.

Als irreduzible Komponente von G ist X = GO abgeschlossen in G.
Wegen X = XX ist X abgeschlossen gegenuiber Multiplikation: mit g’, g”’€X gilt
g’eg” € XeX C XX =X, d.h. w induziert eine Abbildung

MIX:XXX—>X.

Weil i: G — G ein Isomorphismus ist, welcher das Element e in sich abbildet, ist X'1

= i(X) eine irreduzible Komponente von G, welche e enthalt, d.h. es ist i(X) = X und i
induziert einen Isomorphismus

1IX:X—>X

von affinen algebraischen Varietiaten. Damit ist X eine abgeschlossene Untergruppe von
G.

GO ist Normalteiler mit endlichem Index.
Fur jedes x € G ist

— ol - -1
0= RX_1 LX. G—G,y xyx ,
ein Isomorphismus. Deshalb ist
o (G°)
eine irreduzible Komponente, welche e enthalt, d.h. es ist
xoGlex1 = OX(GO) =G0
fur jedes x € G, d.h. GO ist ein Normalteiler.
Die Nebenklassen
Xe GO

von GY in G sind wie G0 selbst maximale irreduzible (und abgeschlossene - vgl. 1.2.4)
Teilmengen von G, und damit Komponenten von G. Weil G als Varietit ein
noetherscher Raum ist, gibt es nur endlich viele dieser Nebenklassen, d.h. der Index

von G0 in G ist endlich.

Zu (i) und zur Bemerkung. Weil je zwei Nebenklassen von GY identisch oder disjunkt
sind und diese als irreduzible Mengen auch zusammenhéngend sind, folgt die Aussage
der Bemerkung. Insbesondere gilt die Aussage von (i1).

Zu (iii). Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G mit endlichem Index in G. Dann
ist
HCHCG
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eine Untergruppe von G, welche die Eins e € G enthdlt. Als abgeschlossene

Untergruppe der abgeschlossenen Untergruppe H von G ist HY abgeschlossen in G.

Nach (i) hat HO einen endlichen Index in H und nach Voraussetzung ist der Index von
H in G endlich. Deshalb ist auch der Index von H0 in G endlich, und damit auch der
von H0 in GO,

G2:HY < (G:HY) < o0,
d.h. G st Vereinigung der endlich vielen paarweise disjunkten Nebenklassen x+HO mit
x € GY. Mit HY sind diese abgeschlossen. Dann ist aber HY als Komplement der von

HO verschiedenen endlich vielen Nebenklassen x-HO in G0 auch offen,
HY ist abgeschlossen und offen in GY.
Weil GO zusammenhangend ist, folgt HO = GO, also
GV =V CH.
QED.

2.2.1.2 Definition und Vereinbarung

Die irreduzible Komponente einer algebraischen Gruppe G, welche das neutrale
Element enthalt wird mit
GY

bezeichnet und heifit Komponente der Eins von G.

Bemerkungen

(1) Auf Grund von 2.2.1.1 sind fur algebraische Gruppe die Begriffe der
Irreduzibilitit und des Zusammmenhangs dieselben. Im folgenden werden wir
meistens - wie das ublich ist - von zusammenhédngenden algebraischen Gruppen
sprechen, nicht von irreduziblen.

(i) Weil die irreduziblen Komponenten einer algebraischen Gruppe G gerade die

Nebenklassen von G sind (und damit zu G0 isomorphe algebraische Varietiten),
haben sie alle dieselbe Dimension

dim G = dim G?
(vel. 1.8.1).

2.2.2 Aufgaben

Aufgabe 1
Zeigen Sie, die Gruppen G ,G_,GL ,D , T ,U ,SL_von 2.1.4 sind
a m n n n n n

zusammenhangend.
Beweis.

Irreduzibilitat von Ga:
Weil k[Ga] = k[T] als Polynomring uiber k nullteilerfrei ist, ist Ga irreduzibel, also

zusammenhéangend.

Irreduzibilitat von Gm:
Weil k[Gm] = k[T]T als Quotientenring eines Polynomrings iber k nullteilerfrei ist, ist

Gm irreduzibel, also zusammenhédngend.
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Irreduzibilitat von GLn:

Weil k[GLn] = k[Tij , det(Tij)'1 l1,j=1,...,n] als Quotientenring eines Polynomrings

uiber k nullteilerfrei ist, ist GLn irreduzibel, also zusammenhéngend.

Irreduzibilitat von Dn:

Weil
- . o1 )1
k[Dn] = k[Tl""’Tn’ (T1 Tn) ]
als Quotientenring eines Polynomrings uiber k nullteilerfrei ist, ist Dn irreduzibel, also

zusammenhadngend

Irreduzibilitat von Tn:

Weil
_ .. -1 . ..
k[Tn] = k[Tij’ (T11 Tnn) IT=<i=<j=n,i,jganz]
als Quotientenring eines Polynomrings tiber k nullteilerfrei ist, ist TIl irreduzibel, also

zusammenhéangend.
Irreduzibilitat von Un:

Weil

k[Un] = k[Tij I'1=<i<j=n,1,j ganz]

als Polynomring uiber k nullteilerfrei ist, ist Un irreduzibel, also zusammenhangend.

Irreduzibilitat von SLn:

Wir geben zwei Beweise an, einen mehr algebraischen und einen mehr geometrrischen.
Der algebraische ist weniger aufwendig, der geometrische besitzt weitreichende
Verallgemeinerungen (und ist deshalb wichtiger auch als Illustration spaterer Satze, vgl.
2.2.7 und 2.2.9 Aufgabe 1).

Der algebraische Beweis fur die Irreduzibilitat der SLn'

Es gilt

SLn ={x€&e GLn ldet(x)-1=0} (vgl. . 2.1.4 Beispiel 4 (e))
={XEMnIdet(x)—1=O},

2
d.h. als Teilmenge der afffinen Varietit Mn = A" st SLn gerade die
abgeschlossenene Teilmenge
2
SL, = V(det(T;) - 1) C A"

hat also den Koordinatenring
k[SLn] = R/I(V(det(Tij) - 1)) mitR := k[Tij li,j=1,...,n]

=R/a /(det(Tij)—l)-R

(vgl. 1.1.2 (ii)). Es reicht zu zeigen,
det(Tij) - 1 ist irreduzibel in R,

Zwei Beweise findet man am Anfang des Beweises zu 2.1.5 Aufgabe 3.
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Der geometrische Beweis fur die Irreduzibilitat der SLn (mit Hilfe von 2.2.6).
Nach Proposition 2.2.6 reicht es zu zeigen, die Bilder der Abbildungen
ue(idxw): UnX DnX Un — SLn’ (X,¥,Z) B X°y°z,
ue(idxw)e(txid): UnX DnX Url — SLn’ (xX,y,2) » XT-yoz, (D)

o(1 o1 . T. . T
ue(idxu)e(idxt): UnX an Un — SLn’ (X,¥,Z) b X" eyez",

wobei T den Ubergang zur transponierten Matrix bezeichne, erzeugen die Gruppe SLn'

Denn diese Abbildungen sind als Zusammensetzungen von Morphismen affiner
Varietiten Morphismen und die Faktoren Un und Dn des Produkts links sind

irreduzibel, so daB} auch die Produkt-Varietat links irreduzibel ist. Aus der Surjektivitit
der Abbildungen folgt deshalb, daf} SLn als Erzeugnis von Bildern (welche e enthalten)

von irreduziblen Varietiten zusammenhangend ist (nach 2.2.6). Beweisen wir also,
die Bilder der Abbildungen (1) erzeugen SLn:

Sei A € SLn' Wir haben zu zeigen, es gibt Matrizen

U ,U e UnUUE und DED mit U’+D-U” = A.

Da alle hier auftretenden Matrizen umkehrbar sind, konnen wir uns die Bedingung an A
nach D aufgelost denken, d.h. es reicht es zu zeigen, daf} es Matrizen

2 2 T
U .,U EUn uu,
und D € Dn gibt mit

D=U-A-U".
Mit anderen Worten, wir haben zu zeigen, A lat sich durch Multiplikation von links

. . T. . . .
und rechts mit Matrizen aus Un U U, in eine Diagonal-Matrix tiberfihren.

Zum Beweis fuhren wir folgende Bezeichnungen ein.

Ei' sei die nxn-Matrix, deren einziger von O verschiedener Eintrag gleich 1 ist und

sich in der Position (i,j) befindet.
Uij M) =1d+ )\.Eij (mit AEK).

Man beachte die Matrizen Uij (M) liegen in Un U U;l;. Wir schreiben A in der Gestalt
A= (al,...,an),
d.h. a, soll die i-te Spalte von A sein. Dann gilt
A Uij N =A+ )»-(A-Eij)
= (al,...,an) + k-(O,...,O,ai,O,...,O)
wobei sich a, in der j-ten Spalte der Matrix des zweiten Summanden befindet. Es folgt

Ae Uij n) = (al,...,aj+k-ai,...,an).
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Die Multiplikation von rechts mit Uij (M) fuhrt dazu, daf3 zur j-ten Spalte von A das A-
fache der i-ten addiert wird. Analog sieht man, die Multiplikation von links mit Uij ),

daB} zur i-ten Zeile von A das A-fache der j-ten addiert wird.
Es reicht zu zeigen,

A 1aBt sich durch wiederholtes Multiplizieren von links und rechts mit Matrizen
der Gestalt Uij (M) in eine Diagonalmatrix uiberfithren.

1. Schritt. A TaBt sich so abandern daf} in der Position (1,1) ein von O verschiedener
Eintrag steht.

Weil A umkehrbar ist, gibt es in der ersten Zeile einen von 0 verschiedenen Eintrag,
sagen wir in der j-ten Spalte.
A= (al,...,aj ,...), erste Koordinate von aj ist ungleich 0.

Wir addieren die j-te Spalte zur ersten und erhalten
(a1+ aj,...,aj yees)s

wobei alle durch Punktchen angedeuteten Spalten unverandert bleiben. Wir subtrahieren
die erste Spalte von der j-ten und erhalten
(a1 + Ayl yer )

Wir addieren die j-te Spalte zu ersten und erhalten
(aj,...,-a1 yeri)e

In der neuen Matrix steht in der Position (1,1) ein von O verschiedener Beitrag. Die
beschriebenen Veranderungen von A lassen sich durch die Multiplikation von rechts mit

Matrizen der Gestalt Uij (M) realisieren.

2. Schritt. A 1aB3t sich so abandern, daf der Eintrag in der Position (1,1) der einzige von
0 verschiedene ist in der ersten Zeile und der ersen Spalte.

Auf Grund es ersten Schrittes konnen wir annehmen, der Eintrag in der Position (1,1)

ist von 0 verschieden. Indem wir Vielfache der ersten Zeile von den anderen Zeilen

abziehen, erreichen wir, daf} der Eintrag in der Position (1,1) der einzige von O

verschiedene in der ersten Spalte ist. Die Anagogen Operationen mit Spalten konnen

dafur sorgen, dal dies auch fur die erste Zeile gilt.

Alle Veranderungen lassen sich erreichen, durch Multiplikation mit Matrizen der Gestalt

Uij(K).
3. Schritt. Abschluf3 des Beweises.
Wir fuhren die oben beschriebenen Operationen in analoger Weise fur die Position
(2,2), (3,3), ... anstelle von (1,1) durch und erhalten nach endlich vielen Schritten eine

Diagonalmatrix.
QED.

Aufgabe 2

Sei die Charakteristik von k ungleich 2. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.
(a) Die Gruppe On ist nicht zusammenhéangend.

(b) Sei V die Menge der schiefsymmetrischen nxn-Matrizen mit Eintragen aus k.
Dann definiert die Abbildung

x b (1+x) Le(1-x)
einen Isomorphismus einer nicht-leeren offenen Teilmenge von SOn mit einer

offenen Teilmenge von V. Verwenden Sie diesen zur Berechnung der
Dimensionen von On und SOn'
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(¢) Die abgeschlossene Untergruppe SOrl ist die Komponente der Eins von On'

Beweis von (a)
Die Determinante ist eine regulare Funktion auf On’ definiert also einen Morphismus

affiner Varietaten
det: O — G_.
n m
Fur orthogonale Matrizen A € On gilt ATA = Id, also

1 = det(Id) = det(AT)edet(A) = det(A)?
Das Bild der Abbildung liegt also in der Menge {*1} € Gm' Beide Werte werden

angenommen:
detA=1 falls A die Einheitsmatrix ist
BO o (01y .
det A =-1 fallsA:(O Id) mit B .=(1 o) ist.
Dashalt gilt

0 = det’ (1) U det’1(-1)
wobei rechts echte Teilmengen von On stehen, die beide abgeschlossen in On sind.

Damit gilt (a). Die Argumentation versagt in der Charakteristik 2, weil dann +1 = -1 gilt
und die Menge {Z1} nur aus einem Element besteht.

Beweis von (b)
1. Schritt. Die Menge
U:=={x€ SOn | det(1+x) # 0}
ist nicht leer.
Bezeichne 1n-2 die (n-2)x(n-2)-Einheitsmatrix und sei

B 0 0-1
A =(0 1n-2) mit B =<1 0 )
Dann ist A eine orthogonale Matrix mit der Determinante
det(A) =det(B) =1,
dh. A€ SOn' Weiter ist

1+B O

_ _ -1\ n-2 _ on-1
det(1+A)—det( 0 2,1n_2)_det<1 1)2 =1 52,

weil die Charakteristik von 2 verschieden sein soll. Damit gilt A € U, d.h. U ist nicht

leer.
2. Schritt. Die Menge

W:={ye Videt(l+y) # 0}
ist nicht leer.
Sei
00 10

Dann ist A eine schiefsymmetrische Matrix, A € V, mit

A:(Bo)mitB:(o_l).

det(1+A) =det<1 |

):2;&0
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weil die Charakteristik von 2 verschieden sein soll. Damit gilt A € W, d.h. W ist nicht

leer.
3. Schritt. Die Abbildung

0 U— W, x 1 (140 1(1-x),
ist wohldefiniert
Seien x € U und

y = @(x) = (14+x)" L (1-x). (1)
Dann gilt

(I4+x)ey = 1-x.
Wegen x € U C SOIl C On gilt xLex = 1, also x! = x1 wir gehen zu den
transponierten Matrizen Uiber und erhalten

yl(14xT)=1-xT

yTawxh=1-x1L
Multiplikation von rechts mit x liefert

yT(x+1) =x-1

vyl = (1x)(1+x)]
Die Faktoren (1-x) und (1+x)'1 kommutieren miteinander, denn es gilt
1)1+ "1 - (1407 Le(1%) = (14%) HA+0(1%) - (1x)(1+x))+(14+x)7]

= (1+x) 1% - 1+ x3)e(14x)7]

Damit ist

yI =-(wo =y
Wir haben gezeigt, y = @(x) ist schiefsymmetrisch.
Mit (1) gilt weiter

y+ 1=+ 11 + 1= 140 1 (1x + 14x) = 20(14x)7]
also

det(1+y) = 2Medet(1+x)"!

Weil die Charakteristiki von 2 verschieden sein soll, ist die rechte Seite von 0
verschieden, d.h. es gilt

Im(p) & W :={y € VIdet(l+y) # 1}.
Die Abbildung o ist tatsachlich korrekt definiert.

4. Schritt. Die Abbildung

Y:W— U,y b (I-y)e(1+y) !
ist wohldefiniert

Sei

x = (y) = (L-y)=(1+y)] 2)
Dann gilt

xe(1+y) = 1-y.

Weil y schiefsymmetrisch ist, erhalten wir durch Transponieren
(I-y)xL=1+y
Weil die rechte Seie eine von 0 verschiedene Determinante besitzt, gilt auch

det(x) 70 und det(1-y) #=0.
Weiter ist
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(1-y)ex T xe(1+4y) = (1+y)e(1-y) = 1-y2 = (1-y)+(1+y),
also

XT'X =1,

d.h. x ist ein orthogonale Matrix. Es gilt also
Im(y) C O .

Nun ist W als offene Teilmenge des Vektorraums V irreduzibel, also
zusammenhangend. Auflerdem gilt 0 € W und 4(0) = 1.

Die Abbildung 1 ist ein Morphismus von offenen Teilmengen von affinen Varietaten
und die Determinante ist auf On ein regulare Funktion. Deshalb ist detey regulédr auf W.

Die Determinante nimmt aber auf On nur die Werte +1 und -1 an. Deshalb gilt dasselbe

auch fur detey.Die Funktion detey muf3 deshalb auf der irreduziblen Menge W konstant
sein, d.h. es gilt

det(y(y)) =1 fur jedesy € W,
also

Im(yp) & SO
Wir haben noch zu zeigen,
det(1+x) #= 0,

denn dann liegt Im(y) in U.
Wegen (2) gilt

l+x =1+ 1-y)e(l+y) ]
= (l+y + 1 - y)+(1+y)”!

= 2+(l4y) !
also

det(1+x) = 2Medet(1+y)"!
Der Wert rechts ist ungleich Null, weil die Charakteristik ungleich 2 sein soll. Also gilt

Im(y) C U,
und 1 ist korrekt definiert.
5. Schritt. Die Abbildungen ¢ und 1 sind invers zueinander.
Fur x € U gilt
Y(p((x)) = lp((1+x)'1(1—x)) (Definition von ¢, vgl. (1))
= (A-(1+x)" La=x)(1+(1+0 L (1-x))!  (Definition von v, vel. (2))
= (10 1% - (1-x)) (140 Le(1ax + (1-x))) ]
= (14x) L 2x)e((14x) 12y ]
= (1+x) Le@2x)+27 L (14%)

= (1+x)'1 oxe (1+x) (Skalar-Matrizen liegen im Zentrum)
= (1+x)” 1 o(14+x)ex (x und 1+4+x kommutieren)
=X
Damit gilt
Yo = Id.
Fury € W gilt

Pp(y)) = p((1-y)+(1+y) ™) (Definition von 1, vgl. (2))
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= (1+(1-y)=(1+y) H 1 (1-(1-y)e(14y)l)  (Definition von o, vel. (1))
= ((1+y + (1=y)e(1+y) D L (ry-(1-y))e(14y) 1

= 2+(1+y) Dy Le2ye(14y) 1

= (14y)+2 1 e2ye(14y) !

= (14+y)+y=(1+y) 7|

= ye(1+y)+(1+y) -1 (1+y und y kommutieren)

Damit gilt
oy = 1d.
Zusammen ergibt sich, dal ¢ und { zueinander inverse Isomorphismen der offenen

Teilvarietaten U und W von 802 bzw. V sind.

6. Schuitt. dim O, = dim SO, = dim V = “(‘21—1)

Die Eintrage einer schiefsymmetrischen Matrix A auf der Hauptdiagonalen sind 0. Die
Matrix ist durch Thre Eintrage echt oberhalb der Hauptdiagonalen eindeutig bestimmt,
und diese konnen beliebig sein. Deren Anzahl ist

(D24 1 = 20D
Deshalb ist V als k-Vektorraum isomorph zu
V= kn-(n—l)/2

d.h.

. _ne(n-1)
d1mk V= >
Die Dimension von V als k-Vektorraum ist aber dieselbe wie die als affine algebraische
Varietat (= AV (M D2) qh es st
dim v = 220D
=5
Die Abbildung
Yy:W—U
identifiziert W mit einer offenen Teilmenge SOn' Weil V irreduzibel ist, gilt dasselbe

fur W und U. Insbesondere ist U zusammenhdngend (und enthélt das neutrale Element
von von SOn). Deshalb liegt U ganz in der Komponente der Eins von SOrl ,

UC (son)O.

Weil diese Komponente irreduzibel ist, liegt die offene Teilmenge U dicht in dieser
Komponente,

T 0
U= (SOn) .
Damit gilt
dim SOIl =dim (SOn)0 (Bemerkung 2.2.1.2 (ii))
=dimU
=dim U (nach 1.8.1.2, 1.8..1.3 weil U irreduzibel ist)
=dim W
=dimV (nach 1.8.1.2, 1.8..1.3 weil V irreduzibel ist)

=ne+(n-1)/2  (siehe oben).
Nach Definition ist SOn eine abgeschlossene Untergruppe von On ,
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SOn ={x e On | det(x) = 1}.
Sie hat den endlichen Index 2 in On ,

Orl ={x€0n|det(x)=I}U{XEOnldet(x)=—l}

= SOn U AO- SOn (AO S On beliebig mit det(AO) =-1).
Nach 2.2.1.1 (iii) gilt deshalb
© )V Cso
n n
Weil (On)o zusammenhéngend ist und das neutrale Element von SOn enthalt, gilt sogar
0 0
©)" Cs0)
Umgekehrt ist
so0)’Cso Co
n n n
AuBerdem ist (SOn)O zusammenhangend und enthalt das neutrale Element von On’
d.h. es gilt
0 0
so)’c© ).
Damit gilt
0_ 0
0 0= ),

also
dim On =dim (On)O (Bemerkung 2.2.1.2 (ii))
= dim (80 )"
=dim SOn (Bemerkung 2.2.1.2 (i1)).

Vorbemerkung zum Beweis von (c).

Es gibt mindestens zwei erwdhnenwerte Beweise, die aber beide einige Kenntnisse aus
der Theorie der quadratisichen Formen erfordern. Beide verwenden den Satz von
Dieudonné tiber die Zerlegung orthogonaler Transformationen in Reflektionen.* Siehe
Lam [1], Kapitel I, §7 oder
Jacobson [4], Kapitel 6, Abschnitt 6.12, Satz von Cartan- Dieudonné, -
Reflektionen werden hier “Symmetrien” genannt - , oder
Grundvorlesung Lineare Algebra II im Sommersemester 2013 in Leipzig,
Abschnitt 6.3.13
1. Der erste, den man algebraischen Beweis nennen konnte, verwendet die im Beweis
von (b) konstruierte Abbildung

PY: W — U,y (1-y)(1+y) -1
mit W :={y € Vlidet(l+y) # 0 }und U :={x € SOIl | det(1+x) # 0}.

* Der Satz gilt fur beliebige Korper mit einer von 2 verschiedenen Charakteristik. Uber den reellen
Zahlen kann man einen sehr viel einfacherern und durchsichtigeren Beweis angeben: fur eine gegebene
orthogonale Transformation A: V —» V zeigt man unter Verwendung der Eigenwerte von A tiber den

komplexen Zahlen, da3 der Raum in eine direkte Summe von invarianten Unterraumen der Dimension <
2 zerfallt. Auf den Raumen der Dimension 2 kann man die Eintrige der Matrix von A durch einen
Winkel ausdriicken und so zeigen, daf3 A dort die Zusammensetzung von zwei oder weniger Reflektionen
ist.
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2. Der zweite ist geometrischer Natur, nutzt die Irreduziblitat der Spharen und illustriert
wie der geometrische Beweis fur die Irreduzibilitat der SLn in 2.2.2 Aufgabe 1

einen spateren Satz - vgl. 2.2.7 und 2.2.9 Aufgabe 1.

Beweis von (c) (algebraische Variante)
Algebraischer Beweis der Irreduzibilitat von SOn.

Wie schon erwihnt verwenden wir die im Beweis von (b) konstruierte Abbildung
YW — U,y b (1y)e(l+y) !
mit
Wi ={yeVidet(l+y) # 0 }und U :={x € SOn | det(1+x) # 0}.

Die offene irreduzible Teilmenge U von SOn enthélt das Einselement von SOn und ist

somit eine nicht-leere offenen Teilmenge der Zusammenhangskomponente der Eins,
@ = UC (S0 )", Uoffen in (SO )",

Weil (son)0 irreduzibel ist, liegt jede nicht-leere offene Teilmenge dicht in (son)o. Die

AbschlieBung von U ist somit gerade die Komponente der Eins von SOIl ,

U= s0)"(Cs0),
Die Zerlegung von SOn in irreduzible Komponenten féllt zusammen mit der Zerlegung

in Nebenklassen modulo I_J, sagen wir
SOn = AIU U A2-U U..u Ar-U
mit
A.€SO furi=1,..,r
1 n
Dabei sind die
AiI_J paarweis disjunkt.

Wir kdnnen annehmen,

A1=1

und
A,,..,A €SO -UCSO -U,dh. det(1+A.)=0 furi=2,..r.
2 r n n 1
Wir haben zu zeigen, r = 1.
1. Schritt. Der Fall n = 1.
In diesem Fall ist die Situation einfach: SO1 besteht aus 1x1-Matrizen mit der

Determinante 1, d.h.
SO1 ={1}

ist eine einpunktige Menge und damit abgeschlossen und irreduzibel.
2. Schritt. Der Fall n = 2.
Beschreiben wir die Elemente

AESOZ-U:{XESO2Idet(1+x):0}.
Wegen
det(1+A) =0,
hat A den Eigenwert -1, d.h. es gibt einen Vektor v € K2 - {0} mit
Av = -v.
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Der von v erzeugte Unterraum wird bei der durch A definierten linearen Abbildung
Ark? K2
in sich abgebildet. Wir haben zwei Fille zu unterscheiden.

1. Fall: vlv # 0.
Das orthogonale Komplement von kev ist ein zu kev komplementirer 1-dimensionaler

Unterraum und k2 zerfallt in eine direkte Summe
k2 = kev @ (k-v)'L =Kkev @ kew mit kew = (k'V)J'
Wegen A(ksv) C kev gilt auch fur das orthogonale Komplement A(ksw)Ckew, d.h.
Aew = hew.
Die Matrix von A bezuglich dieser Basis von k2 hat die Gestalt

N B
o ‘(ox)'

-10
Deshalb ist 1 =det(A) = det ( 0 )\) =-A,d.h. A = -1, also

10
A=-<01).
2. Fall: viv =0.

Dann ist k2 in Bezug auf das Standard-Skalarprodukt eine hyperbolische Ebene (vgl.
Jacobson [4], Kapitel 6, Abschnitt 6.4, Definition vor Theorem 6.10). Die
hyperbolische Ebene enthdlt nach dem dortigen Theorem 6.10 (3) genau zwei total

isotrope Unterraume, der eine wird wegen vy = 0 von v erzeugt. Sei w ein
erzeugendeer Vektor des anderen,

k2 = kev + kew.

Die orthogonalen Transformationen des k2 mit der Determinante 1 sind nach dem
zitierten Theorem 6.10, Aussage (4) von der Gestalt

Aev =cev ,A’W=%° w fureinc €k - {0}.
Wegen Aev = -v ist in unserem Fall ¢ = -1 und wie im ersten Fall ist

(o)

In beiden Fallen sehen wir
SO, -TCSO,-U={xESO0, Idet (14x) =0} = {-( - °
,-UCS0,-U={x€ES0,Idet (I+x) = }-{-(01)}
Es gibt also hochstens eine von U verschiedene Nebenklasse von 802 modulo der
Untergruppe
U=50)
und diese hat hochstens ein Element. Weil aber alle irreduziblen Komponenten von
802 dieselbe Dimension haben und

dim U = dim $0,=2:1/2=1>0
ist, kann eine Nebenklasse von U nicht aus nur einem Punkt bestehen. Deshalb gilt
U= S0,

d.h. 802 ist zusammenhédngend.
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3. Schritt. Der Fall n = 3.
Es reicht zu zeigen,

50, C T (=503
Nach dem Satz von Dieudonné ist jede Matrix

AESO3

die Zusammensetzung von zwei Spiegelungen (vgl. Lam [1], Kapitel 1, §7, Folgerung
7.3),

A=s os
u v
mit
<x,u>
S (X)=X-2e———-u
u( ) <u,u>

mit einem anisotropen Vektor u € k3 (d.h. <u, u > # 0). Wir konnen annehmen, die
beiden (anisotropen) Vektoren

u und v sind linear unabhangig.
Denn es gilt S, =Sy falls u und v proportional sind, d.h. A ist dann die identische

Abbildung, welche trivialerweise in U liegt. Wir schreiben
H i={xE€k*I<u,x>=0}

fur die Ebene durch den Ursprung mit dem Normalenvektor u. Nach Definition bildet
Sy die Vektoren von Hu in sich ab (und die dazu senkrechten in ihr Negatives), d.h. 5,

ist die Spiegelung an der Ebene Hu' Weil u und v linear unabhangig sind, sind die

beiden Ebenen Hu und Hv verschieden und

HumHv ist eine Gerade (durch den Ursprung von k3),
d.h.
HU(WHV — wek mit einem Vektor w € k° - {0}

Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
<u,u>=1l=<v,v>
Wir unterscheiden zwei Falle.

1. Fall. Hu N HV ist anisotrop.

Der Vektor w hat ein von O verschiedenes “Langenquadrat” < w, w >. Wir konnen
annehmen, dieses ist gleich 1,

<w,w>=1.
Es gilt

suosv(w) = su(w) (wegen w € HV)
=w (wegen w € Hu).
Deshalb ist kew ein linearer Unterraum, der bei A = suosV in sich abgebildet wird. Das

orthogonale Komplement
(kewyt
ist ein komplementarer Unterraum,
K3 = kew + (kew) L, kew ) (kew)L =0,

der durch A ebenfalls in sich abgebildet wird. Bezuglich einer orthonormierten Basis,
welche diese direkte Summenzerlegung respektiert, hat die Matrix von A die Gestalt’

3> Die linke obere 1 kommt von der Identitit Asw = w.
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S 10
S AS—<0A,)

mit einer Matrix A’ & SO,. Nach Induktionsvoraussetzung ist SO

2 2

zusammenhangend. Deshalb ist
{Id}XSO2 - SO3
eine zusammenhédngende Untergruppe von SO3 , welche insbesonderen die Eins enthilt

und damit ganz in der Komponente der Eins liegt. Es folgt

-1 /10 —
S AS—<OA,)E{Id}X802§U.

Weil U als Komponente der 1 ein Normalteiler von O, ist, gilt damit

3
Aes-U-s1CT.
2. Fall. Hu M HV ist isotrop.
Der Vektor w ist isotrop, d.h. < w , w > =0. Der zwei-dimensionale Vektorraum
— (ke
Hu = (keu)

hat die Struktur einer hyperbolischen Ebene (vgl. Lam [1], Kapitel 1, §3, Satz 3.2),
d.h. es gibt eine Basis von Hu’ sagen wir

Hu =keu’ + keu” mit

<u’,u’> =1
<u’,u’ > =-1
<u,u”’ > =0

Das Skalarprodukt <, > hat also beziiglich der Basis {u’, u”} auf Hu die Gestalt

29,2

<cu +cu”,d’v +d’uv”>=c’d’ -c’d”.
Die isotropen Vektoren von Hu sind durch die Bedingung
2_ 2

29,2 29,9

O=<cuv+c’u”,c’u’ +c’u’>=¢’ = (c’-c”)+(c’+C”).

gegeben. Der Raum Hu enthalt somit genau zwei total isotrope Unterraume (d.h.

Raume die nur aus isotropen Vektoren bestehen), namlich
ke(u’+u”) und ke(u’-u”) sind die einzigen total isotropen Unterraume von Hu'

Im hier behandelten Fall ist Hu N HV einer dieser beiden total isotropen Unterraume.

Wir konnen O.B.d.A annehmen
Hu N HV =ke(u’+u”).

Die Vektoren v = E«u + neu’ + Ceu” und u’+u” stehen dann senkrecht aufeinander, d.h.

0 =<Eu+mneuw +Cu”,u+u” >
=M- C’
d.h. v hat die Gestalt
v =Eeu+me(u’-u”)

Wegen<v,v>=1= <u,u>ulu,ulu’(alsoulu’ -u”)istauBerdem
1 = Ez + n2-< u-u”>
= §2 + n2-(<u’, uU>+<u’,u’>-<u,u”>-<u’,u’ >)
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=£24+n2(1-1-0-0)
- g2,
Da sich die Spiegelung Sy nicht andert wenn wir v durch -v ersetzen, konnen wir
0.B.d.A. annehmen & =1, d.h.
v =u+mne(u-u”).
Die Formeln fur Sy und Sy bekommen damit die Gestalt

<xX,u>
S (X)=X-20———eu=Xx-2<X,Uu>U
u() <u,u> ’

su(ovu + Beu’ + yeu”) = aeu + Beu’ + yeu” - 2e0eu
=-aeu + feu’ + yeu”

<X,v>
<vV,v>

SV(X)=X— V=X-2<X, V>V

SV(OL'u + Beu’ + yeu”) = aeu+feu’+yeu” - 200<u,v>ev
= oeu+Peu’+yeu” - 20ie<u,v>e(u + ne(u’-u”))
= ae(1-2e<u,v>)eu+(B-20me< u,v >)eu’+(y+20me< u,v >)su”

Wir wollen jetzt die Matrizen dieser Abbildungen aufschreiben. Um den Vergleich mit
den entsprechenden Matrizen bezuglich der Standard-Einheitsbasis zu vereinfachen,

ersetzen wir den Basisvektor u” durch \/— 1eu”, wobel

V-1€k

ein Element des algebraisch abgeschlossenen Korpers k mit dem Quadrat -1 sein soll.
Wir erhalten

su(oc-u + Peu’ +ye V-1eu”) = -aeu + Bou’ + Ye \V-Teu”
SV(OL'LI + Peu’ +ye \/jou”
= te(1-20<u,v>)su+(B-20m < U,V >)eu’ +(ys V-1+20m< u,v >)eu”

= to(1-20<u,v>)eu+(B-20m < U,V >)ow +(y-2am < u,v >+ \-1)e y/-Teu”

Bezeichne
M@®B) = Mu’u, ,\/T-u”(B)

die Matrix der linearen Abbildung B beziiglich der Basis u, u’, 4/-1+u”. Dann gilt

-100
M(su) =010
001
1-2<u,v> 00
M(s ) = 2n<u,v> 10
v

—21q<u,v>\/j 01
also
M(A) =M(su°sV)

= M(su)- M(SV)
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-1+2<u,v> 00
= -2n<u,v> 10

-2n<u,v>‘\/j 01
Damit ist
2<u,v> 00

1.+ M(A) = 2n<u,v> 20

3
-2n<u,v>\/3 02
und
<u,v> 00
det(1,+ M(A)) = 2udet| M<uv> 10
-n<u,v>\/3 01

= 8e<u, v>.

Die Vektoren u, u’, 4/-1+u” stehen paarweise aufeinander senkrecht und haben das
“Langenquadrat” 1:

<ug,u>=1l,<uv,u>=1,< '\/-l-u”,\/-lou” >=-<u’,u’>=1.

Weil die Standard-Einheitsvektoren e e, cbenfalls paarweise senkrecht

e
2 73
aufeinander stehen und die “Léangenquadrate” 1 haben, gibt es eine orthogonale Matrix
S mit

S-ei =u, mit U=y = U, = \-1Teu

Nach Definition der Matrix M(suosv) gilt
E 1 E1
€y [=MG s 5,
E 3 E3

[\

3

ad
i=1
3 3

& 35S =8 (3§ ey
i=1 i=1

3
S Su°Sv(i§1 5y

3 3
&Sy E’i e, = AS( Y Eiei)
i=1 i=1

3 1 3
e Y E.e.=S "+A-S( > E.e.)
) i1 . 11
i=1 i=1
also
= ) - _10 .

M(A) = M(su sV) =S "eA-S
also

det (1+A) = det(S_1-(1+A)-S)

= det(1 + S"LeA+S)
—det(1+M . .(A)
u,u’,u

2
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= 8e<u, v>.
Zum Beweis der Behauptung, daf3 A in U liegt, reicht es, zu zeigen, daf}

<u,v>#0
gilt. Denn dann liegt A sogar in U (man beachte, weil die Charakteristik von k ungleich

2 ist gilt dann auch 8<<u, v> # 0). Dazu betrachten wir das orthogonale Komplement
des eindimensionalen Unterraums

HuﬁHV =ke(u+u”).
Weil HuﬁHV total isotrop ist, gilt

an%g;&%mHQl=bw+bwt
Deshalb konnen wir eine Basis {w, w’} des orthogonalen Komplements mit
w =u’+u” (und damit w’ L w)
wihlen. Wegen u, v € HuﬂHV gilt
u=o0o°w+Pew und v =yew + dew’
mit o,f, y, dEk. Es folgt

1=<u,u>=oz2
2

o<W, W> + |32-<w’, w> = [32-<w’, w>
I =<v,v>=yTe<w, w> + 62-<w’, w> = 62-<w’, w>
(weil HuﬂHV = ke(u’+u”) total isotrop ist). Insbesondere ist w’ anisotrop. Wir konnen

die Lange von w so abandern, dafl <w’, w’> =1 gilt, also

B2=082=1.
Indem wir bei Bedarft w’ durch -w’ ersetzen, erreichen wir noch,
ﬁ = 6 = ]’
d.h.
u=o*w+w und v=yew +w’,
also
u-v=(0-y)w.
Damit ist
<u, v> = < v+(o-y)ew, v >
=<V, V>+ (0-y)<w, v >
=<V,V> (wegen w € HumHV C HV)
=1
# 0

Es folgt det (1+4A) = 8s<u,v > # 0, also A€ U C U, wie behauptet.

4. Schritt. Der Fall n = 4.
Nach dem Satz von Dieudonné ist jede Matrix von
0)

n
die Zusammensetzung von eindlich vielen Spiegelungen S, (vgl. Lam [1], Kapitel 1,

§7, Folgerung 7.1),
<x,u>
Su(X) =X- 2'@ u

mit einem anisotropen Vektor u € k3 (d.h. <u, u > # 0). Eine Zusammensetzung von

solchen Spiegelungen liegt genau dann in

SO
n




55

wenn die Anzahl der Faktoren gerade ist. Das liegt daran, dafl die Determinante einer
Spiegelung gleich -1 ist (vgl. Lam [1], Kapitel 1, §4, die Bemerkungen nach Folgerung
4.4). Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, daf} die Zusammensetzung von
je zwei Spiegelungen
A=s os
u'v

mit anisotropen Vektoren u, v € k" (d.h. <u, u> # 0 und <v, v> # 0) in der
Komponente der Eins liegen,
AEU.
Wir konnen annehmen, die beiden (anisotropen) Vektoren
u und v sind linear unabhéangig,

da die identische Abbildung trivialerweise in U liegt. Die Hyperebenen Hu und HV

durch den Ursprung mit den Normalenvektoren u bzw. v sind dann verschieden und
haben eine Durchschnitt der Dimension

dim HuﬁHV =n-2.
Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,

<u,u>=1l=<v,v>
Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Fall. Es gibt einen Vektor w € Hu N HV mit<w, w> # 0.

Wir gehen dann in analoger Weise vor wie im Fall n = 3. Wir kbnnen annehmen
<w,w>=1.
Es gilt

suosv(w) = su(w) (wegen w € HV)
=w (wegen w € Hu).

Deshalb ist kew ein linearer Unterraum, der bei A = suosV in sich abgebildet wird. Das

orthogonale Komplement

(kew)
ist ein komplementarer Unterraum,
KD = kew + (kew) L, kew () (kew)T~ =0,

der durch A ebenfalls in sich abgebildet wird. Bezuglich einer orthonormierten Basis,
welche diese direkte Summenzerlegung respektiert, hat die Matrix von A die Gestalt®

_1. L] - 10
S AS_<OA,)

mit einer Matrix A’ € SOn Nach Induktionsvoraussetzung ist SO

1 n-1

zusammenhédngend. Deshalb ist
{Id}XSOn_ - SOn
eine zusammenhangende Untergruppe von SOn , welche insbesonderen die Eins enthélt

und damit ganz in der Komponente der Eins liegt. Es folgt

Aauq 10 —
sl.a s_<0 A,)E{Id}xson_1 CT.

Weil U als Komponente der 1 ein Normalteiler von On ist, gilt damit

Aes.U-s1CU.

% Die linke obere 1 kommt von der Identitit Asw = w.
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2. Fall. Es gibt keinen Vektor w € Hu N HV mit<w, w> # 0.

Wir zeigen, dal} dieser Fall nicht eintritt im Fall n = 4. Nach Voraussetzung ist jeder
Vektor von Hu N HV zu sich selbst orthogonal, d.h. Hu N HV ist total isotrop.

Deshalb gilt
2«dim Hu M HV <n
(vgl. Lam [1], Kapitel 1, §3, Satz 3.4 (1)). Wegen dim Hu N HV =n - 2 (siehe oben),

bekommt diese Abschiatzung die Gestalt 2n - 4 < n, also n < 4, also
n=4.

Weil jeder Vektor von Hu N HV isotrop ist, liegt der Unterraum in seinem eigenen
orthogonalen Komplement,
1
HuﬂHVg(HuﬂHV) .

Fur die Dimension dieses orthogonalen Komplements erhalten wir (nach Lam [1],
Kapitel 1, §1, Proposition 1.3)

. L
dlmHuﬂHV) =n dlmHu(WHV

=n-(n-2)
=2
=4-2
=n-2

= Hu N HV.
Damit gilt sogar
_ 1
HuﬂHV_(HuﬂHV) .
Weil u und v nach Definition von Hu = (k-u)J‘ und HV = (k'V)J' auf jedem Vektor von

H N H_ senkrecht stehen folgt

1_
u,ve (HuﬂHV) —HuﬂHV.
Das ist aber nicht moglich, denn alle Vektoren von Hu N HV sind nach Voraussetzung

isotrop, wahrend u und v (ebenfalls nach Voraussetzung) anisotrop sind. Dieser
Widersprucht zeigt, dall der hier betrachtete zweite Fall nicht eintritt.
QED.

Beweis von (c) (geometrische Variante)
Wir haben die Irrduzibilitat von SOn zu beweisen.

1. Schritt. Irreduzibilitat der Einheitssphire im k™
Sei
X=s"l —ryeic,x>=1}
die Einheitsphére im K (oder auch (n-1)-Sphare). Wir bezeichnen hier mit < x, y > das
Standard-Skalarprodukt des k™,
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n *1 1
<X,y>=2xiyifl’1rx= ... |lundy =
i=1 X y
n n
Die (n-1)-Sphire ist eine affine algebraische Varietat mit dem Koordinatenring
KIS™ 1 = KIT .. T_1/(H) mit £ := Ti+. 4T - 1,

Wir wollen zeigen:

X = S™1 it eine irreduzible Varietit fir jedesn> 1.
Zum Beweis reicht es zu zeigen,

f= T%+...+Ti - 1 ist irreduzibel in k[Tl,...,Tn],

denn k[T .,Tn] ist ein ZPE-Ring, so da} dann (f) ein Primideal ist (also k[Sn'l]

0
nullteilerfrei, also Sn'1 irreduzibel).

Wir beweisen die Irreduzibilitat von f durch Induktion nach n.
Induktionsanfang: n = 2.

Es giltf = T% + T% -1. Wir betrachten f als Polynom in T, mit Koeffizienten aus k[Tl]'

2
Das Absolutglied von f ist dann

T% -1= (T1 + 1)-(T1 -1).
Weil die Charakteristik von k ungleich 2 sein soll, sind die beiden Faktoren teilerfremde
Primelemente von k[Tl]' Das Absolutglied ist kein Quadrat, d.h. f ist ein Eisenstein-

Polynom und damit irreduzibel.
Induktionsschritt: n > 2.
Wir betrachten f als Polynom in Tn mit Koeffizienten aus k[T, ,...,T

1oLy 1].
Absolutglied

Das

2 2
Ti+.+T, -1

von f, ist nach Induktionsvoraussetzung irreduzibel. Damit ist das quadratische
Polynom f ein Eisenstein-Polynom, also irreduzibel.
2. Schritt. Die Abbildung

cp:Sn'1—>O , VB S ,
n v

ist ein wohldefinierter Morphismus von affinen algebraischen Varietaten.
Dabei soll S, die (Matrix der) Spiegelung an der zum Vektor v senkrechten

Hyperebene sein.

Wir verwenden hier das Standard-Skalarprodukt < , > des k™. Die zu v € sn-1
senkrechte Hyperebene ist die Menge

HV:{wEan<V,w>:0}

Die Spiegelung Sy ist die eindeutig bestimmte lineare Abbildung

sV: K" — kK w b W - 2e<w, V >ev,
welche die Punkte der Hyperebene HV fest 146t und den zur Hyperebene senkrechten
Vektor v in sein Negativen abbildet.
Fur x € S™1 st
sV(x) =X - 20Ve<v, X>
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= Idex - 2eveviex  (Matrizen-Multiplikation)
= (Id - 2+vev )ex
Die Matrix der linearen Abbildung s, ist damit gleich Id - 2evevl und @ ist die

Abbildung

@: sl On’ Vs Id - 2evev T,

Da die Eintrage der Matrix Id - 2evev L Polynome in den Koordinaten von v sind, ist
dies ein Morphismus affiner Varietéten.
3. Schritt. SOn ist als Varietdt irreduzibel, also zusammenhangend.

Jede orthogonale Transformation ist des k™ ist Zusammensetzung von < n Spiegelungen
Ihre Determinante ist genau dann gleich 1, wenn sie in eine gerade Anzahl von
Spiegelungen zerfallt.

Der Morphismus affiner algebraischer Varietaten
sh-lx  xgn-1 — SOn, (Vl,...,VS) (B3 (p(V1)°...‘(p(VS),

ist wohldefiniert, wenn die Anzahl s der Faktoren links gerade ist, und er ist surjektiv
fur zum Beispiel s = 2n. Das Produkt links ist irreduzibel (weil die Faktoren irreduzibel
sind). Als stetiges Bild eines irreduziblen topologischen Raums ist dann aber auch SOn

irreduzibel.

Aufgabe 3
Die Varietat
X = {(x,y) EK% I xy = 0}.
von 1.2.8 (3) kann nicht die zugrundeliegende Varietit einer algebraischen Gruppe sein.

Beweis. Nach Aufgabe 1.2.8(3) ist X zusammenhéngend aber nicht irreduzibel. Fur
algebraische Gruppen ist die Forderung der Irreduzibilitit aber dquivalent zu der
zusammenhéngend zu sein. Deshalb kann X nicht die Struktur einer algebraischen
Gruppe besitzen.

QED.

Aufgabe 4
Seien G eine zusammenhéngende algebraische Gruppe und N ein endlicher Normalteiler

von G. Dann liegt N im Zentrum von G. Hinweis: man betrachte fur n € N die

Abbildung G — G, X » xnx'l.

Beweis. Weil N ein Normalteiler ist, liegt xnx "1 in N fir jedes n € N und jedes xEG.
Die Werte der angegebenen Abbildung liegen in N. Wir erhaltgen so einen Morphismus
G— N xp xnx'l.

Weil G zusammenhangend ist, ist es auch das Bild in N. Die
Zusammenhangskomponenten einer endlichen Varietit sind die einpunktigen
Teilmengen. Deshalb mufl der Morphismus konstant sein. Weil n im Bild liegt (denn es

ist ene'1 =n), folgt
xnx'1 = x fur jedes x € G,

d.h. n kommutiert mit jedem Element von G, liegt also im Zentrum von G.
QED.

2.2.3 Zerlegung in ein Produkt dichter offener Teilmengen
Seien U und V zwei dichte offene Teilmengen der algebraischen Gruppe G. Dann gilt
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G=U-V.
Beweis.
1. Schritt. Seien Gl’"" Gn die irreduziblen Komponenten von G. Fur eine Teilmenge

S C G sind dann die folgenden Aussagen aquivalent.
1. S ist dichte offene Teilmenge von G.

2. SﬂGi ist dichte offene Teilmenge von Gi furi=1,...n.

Beweis von 1 = 2. Weil S offen ist in G, ist SﬂGi offen in der abgeschlossenen
Teilmenge Gi von G.

Die Menge
G- G1U...UGi_1UG. U...UGn (C Gi)

1+1
ist offen G (weil die Komponenten abgeschlossen sind). Weil S dicht liegt in G, hat S
mit dieser offenen Menge Punkte gemeinsam, also erst recht mit der groleren Menge Gi

, d.h.
SﬂGi ist eine nicht-leere offene Teilmenge von Gi'

Weil Gi irreduzibel ist, liegt SﬂGi dicht in Gi'
Beweis von 2 = 1. Weil SﬂGi offen ist in Gi’ ist
Gi - SﬂGi
abgeschlossen in Gi und damit - weil die Komponente Gi abgeschlossen ist in G - ist
G, - S(]Gi abgeschlossen in G.

Dann ist aber auch die endliche Vereinigung

n n

Ui1 G, -SNG)=UL| G,-9)=G-5

abgeschlossen in G, d.h. S ist offen in G.
Wir haben noch zu zeigen, S liegt dicht in G. Sei U C G eine nicht-leere offene

Teilmenge von G. Wir haben zu zeigen, S[ U ist nicht leer.
Weil U nicht leer ist, gibt es ein i mit U(\Gi # (. Dann ist UﬂGi eine nicht-leere

offene Teilmenge von Gi' Nach Voraussetzung liegt S(\Gi dicht in Gi’ also ist der
folgende Durchschnitt nicht leer:

(UMGy) M (MG, = UMSMG;.

Dann ist aber auch U( S nicht leer.
2. Schritt. Abschlufl des Beweises.

Sei x € G vorgebeben. Dann sind xV~
G. Nach dem ersten Schritt sind

xv] ﬂGi und UﬁGi dichte offene Teilmengen von Gi

fur jedes 1. Weil Gi irreduzibel ist, ist ihr Durchschnitt nicht leer. Dann ist aber auch

1 und U ebenfalls dichte offene Teilmengen von

v IlNu
nicht leer. Sei y aus diesem Durchschnitt. Dann gilt
xEy*Vundy €U,
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also x € UV.
QED.

2.2.4 Eigenschaften von Untergruppen algebraischer Gruppen

Seien G eine algebraische Gruppe und H C G eine Untergruppe von G. Dann gelten
die folgenden Aussagen.

(i)  Die AbschlieBung H ist eine Untergruppe von G.

(ii) Enthalt H eine nicht-leere offene Teilmenge von H, so ist H abgeschlossen.
Beweis. Zu (i). 1. Schritt. fur die Multiplikation w von G gilt w(HxH) C H.

Sei x € H. Dann gilt

H=xHC x+H

Weil x» H abgeschlossen ist, folgt H C x» H, also xL.H C H. Weil dies fur jedes x
aus der Gruppe H gilt, folgt

m
ﬂ Iﬂ

(D
C ﬁ also H CH- x 1 weil He x!
, also x» H C H fir jedes x €H. Mit anderen

Sei x € H. Wegen (1) gilt dann Hex

abgeschlossen ist, folgt H C He x -1

Worten, es gilt w(HxH) C H.

2. Schritt. fur den Antipoden t von G gilt L(ﬁ) =H.

Weil der Ubergang zum Inversen ein Automorphismus von G ist, gilt
@!l=ul=H.

3. Schritt. Abschluf3 des Beweises.

Nach den ersten beiden Schritten definieren die Multiplikation von G und der Ubergang
zum Inversen, Morphismen

HxH — Hund H — H.
Aus den kommutativen Diagrammen, welche fur die Gruppen-Axiome fur G stehen,
erhilt man durch Einschrinken die analogen kommutativen Diagramme fur H. Deshalb
ist H eine Untergruppe von G.
Zu (ii). Sei U C H eine nicht-leere Menge, welche offen ist in H. Dann ist H als

Vereinigung von Verschiebungen von U offen in H. Nach 2.2.3 gilt
H=H-H=H,

d.h. H ist abgeschlossene Untergruppe.

QED.

2.2.5 Kern und Bild von Homomorphismen, die Komponente der Eins

Sei ¢: G —> G’ ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen. Dann gelten

folgende Aussagen.

(i) Ker(¢) ist ein abgeschlossener Normalteiler von G.

(i) Im(¢) ist eine abgeschlossene Untergruppe von G’.

(ii1) Sind G und G’ beides F-Gruppen und ist ¢ uber F definiert, so ist ¢(G) eine F-
Untergruppe von G.

i) (G = ).

Beweis. Zu (i). Als Kern eines Gruppen-Homomorphismus ist Ker(¢) ein

Normalteiler.
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Zum Beweis der Abgeschlossenheit beachsten wir, jede einpunktige Menge einer
algebraischen Varietat ist abgeschlossen. Das gilt insbesondere fur die Menge

{e} C G,
die nur aus dem neutralen Element von G’ besteht. Als Morphismus algebraischer
Varietaten ist ¢: G —> G’ stetig. Deshalb ist
Ker(®) = ¢ ({e'})

eine abgeschlossene Teilmenge von G.
Zu (i1). Als Bild einer Gruppe bei einem Gruppen-Homomrophismus ist

®(G) C G
eine Untergruppe von G’. Als Bild bei einem Morphismus enthélt ¢(G) eine nicht-leere
Teilmenge, welche offen ist in der AbschlieBung W (nach 1.9.5). Nach 2.2.4 (ii) ist
die Untergruppe ¢(G) von G’ dann aber selbst abgeschlossen.
Zu (ii1). Weil ¢: G — G’ ein uber F definierter Morphismus von F-Varietiten ist, hat
die AbschlieBung des Bildes

$(G) C G

die Struktur einer F-Varietdt (nach 1.9.1 (iv)). Nach (ii) ist $(G) abgeschlossene
Untergruppe von G’, d.h.

®(G) = ¢(G)
ist eine F-Varietdt und eine abgeschlossene Untergruppe von G’, also eine F-
Untergruppe (vgl. 2.1.1.1).
Zu (iv). Das Bild der 1-Komponente

9(G")
ist eine abgeschlossene Untergruppe von G’ (nach (ii) angewandt auf ¢|GO) und ist

zusammenhédngend (nach 1.2.3(ii) - weil irrduzibel und zusammenhangend fur
algebraische Gruppe dasselbe bedeutet).

Weil GU einen endlichen Index in G hat, d.h. G ist Vereinigung endlich vieler

Nebenklassen modulo GO, hat auch q)(GO) einen endlichen Index in ¢(G). Deshalb gilt
(G C oGY)

(nach 2.2.1.1 (ii1)). Weil ¢(GO) zusammenhangend ist, ist die Nebenklassen-Zerlegung

bezuiglich q)(G)O in endlich viele disjunkte abgeschlossene Teilmengen trivial, d.h. es

gilt das Gleichheitszeichen.
QED.

2.2.6 Erzeugung algebraischer Gruppen durch irreduzible Varietiten
Sei
{0 X; — Gl
eine Familie von Morphismen, wobei die Xi irreduzible Varietaten seien und G eine

algebraischen Gruppe G. Wir nehmen an, das neutrale Element von G liegt in allen
Bildern,

e e q)i(Xi) fur jedes i €1,
und setzen
H =) {H | H abgeschlossene Untergruppe von G mit q)i(Xi)gH’ fur i€},
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d.h. H ist die kleinste abgeschlossene Untergruppe von G, welche die Bilder der q)i

enthélt. Dann gelten folgende Aussagen.
(i) H ist zusammenhéngend.
(i)  Es gibt eine nicht-negative ganze Zahl n, ein n-Tupel von Elementen aus I,

a = (a(l),..., a(n)) € I"
und ein n-Tupel von Vorzeichen

(e(1),....e(n)) € {+1, -1}1
mit

- e(D), . e(n)
H Im(q)a(l)) Im(q)a(n)) .
(i11)) Angenommen G ist eine F-Gruppe, alle Xi sind F-Varietiten und alle q)i sind

definiert iber F. Dann ist H eine F-Untergruppe von G.
Beweis. Wir konnen annehmen, in der Familie der Bilder

Yi = q)i(Xi)
der q)i kommt mit jedem Yi auch die Menge Yi_ ! vor. Wir konnen so die

Bezeichnungsweise im folgenden vereinfachen und die €(i) weglassen.
Fur jedes

a = (a(l),..., a(n)) € m
schreiben wir

Y =Y e .
a a(l) a(n)
Als stetiges Bild eines Produkts irreduzibler Varietiten ist Ya irreduzibel, und dasselbe

gilt auch fur die AbschlieBung ?a von Y in G (nach 1.2.3(i)). AuBlerdem enthilt jedes
der ?a das neutrale Element von G. Als zusammenhdngende Teilmenge von G muf
damit S_(a ganz in GO enthalten sein:

Fur jedes Tupel a von Elementen aus I sind Ya und ?a irreduzible
Teilmengen von G mit
eE Ya C ?a C GY.
Insbesondere gilt
dim Y _ = dim G” = dim G.

Nach Definition gilt
o . m n
Yb YC Y(b,c) furb€lMundc €1,

wenn (b,c) das (m+n)-Tupel bezeichnet, welches durch Aneinanderfugen der
Koordinanten von b und c entsteht. Wie im Beweis von 2.2.4" sehen wir

(b.c) C Y(b,c) , also

y CxLy
C (b,c)

Weil die Menge rechts abgeschlossen ist, folgt? - x_l- Y(b ) also
c .
xY CY fir jedesx €Y, .
C (b,o) b

7F'l'lerngiltx-Y CcY
c
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Y Y CY .

b ¢ (b,c)
Wir wihlen jetzt unter den Tupeln von Elementen aus I ein solches, fur welches

dim ?a maximal
ist. Dann gilt fur jedes b

Ya s Ya.Yb S Y(a,b)
und wegen der Maximalitat der Dimension von ?a muf} uberall das Gleichheitszeichen
gelten (nach 1.8.2), d.h. es ists
Ya = Ya-Yb D) Yb fur jedes b.

Damit ist ?a multiplikativ abgeschlossen (b := a) und abgeschlossen gegenuiber

Inversenbildung (man wiahlen b so daB} Y, = Y;ll ist und beachte, es gilt Y ;11 = Y;ll ,

b
weil der Ubergang zum Inversen ein Homoomorphismus ist). Mit anderen Worten

Ya ist eine irreduzible abgeschlossene Untergruppe von G.

Als AbschlieBung des Bildes Ya eines Morphismus enthilt S_{a eine offene Teilmenge,
die ganz in Ya (nach 1.9.5)). Damit gilt aber

Y =YY CH

a a a

(nach 2.2.3). Weil ?a eine abgeschlossene Untergruppe von G ist, die alle Ya enthalt,
mulf} nach Definition von H auch die umgekehrt Inklusion bestehten, d.h. es ist

H= ?a =Y Y,

Das erste Gleichheitszeichen bedeutet, H ist zusammenhéangend, d.h. es gilt (i). Das
zweite bedeutet, es gilt (ii).

Sind alle q)i: Xi — G uber F definierte Morphismen von F-Varietaten und ist G eine F-
Gruppe, so sind fur jedes b = (b(1),...,b(m)) € ™ auch die Abbildungen

¢b(1)X.._X¢b(n)\ Gx..xG —s G

Xb(l)x"'XXb(n)
uiber F definierte Morphismen von F-Varietaten, und die AbschlieBung ?b des Bildes ist
eine F-Teilvarietat (nach 1.9.1(iv)).

Das gilt insbesondere fur b = a. In diesem Fall ist H = S_(a eine abgeschlossene

Untergruppe von G mit einer F-Struktur, fur welche die naturliche Einbettung in G iber

Damitist Y ey C Y fur jedesy EY also
c

b (b,c)
Y CY oyl
b (b,c)
Weil die Menge rechts abgeschlossen ist, folgt §b c (bc) -y_1 also
X
Y oyC Y, furjedesy€Y,
by S (bo) ur jedes y .
also
Y .Y C

Y .
b ¢ (b,c)
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F definiert ist (vgl. 1.6.14). Mit anderen Worten, H ist eine F-Untergruppe (vgl.
2.1.1.1). Damit gilt auch (iii).
QED.

2.2.7 Von abgeschlossenen Untergruppen erzeugte Untergruppen
Seien G eine algebraische Gruppe und {Gi}i oI eine Familie von abgeschlossenen

zusammenhiangenden Untergruppen von G. Dann gilt:
(i) Die von den Gi erzeugte Untergruppe H ist abgeschlossen und

zusammenhingend. Auflerdem gibt es Indizes a(1), ..., a(n) € I (n =0) mit
H= Ga(l)."'oGa(n)'
(i) Ist G auBerdem eine F-Gruppe und ist Gi fur jedes i eine F-Untergruppe, so ist H
eine F-Untergruppe.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall der Aussage von 2.2.6.
QED.

2.2.8 Die Kommutator-Untergruppe abgeschlossener Untergruppen

Seien G eine algebraische Gruppe und H und K abgeschlossene Untergruppen von G,
von denen eine zusammenhéngend ist,

H C G oder K & G zusammenhingend.

Dann gilt:
(i) Die Kommutator-Gruppe (H, K) ist abgeschlossene und zusammenhidngende
Untergruppe von G.

(i) Ist auBerdem G eine F-Gruppe und sind H und K F-Untergruppen von G, so ist
auch (H, K) eine F-Untergruppe von G.

Beweis.

Zu (i). Wir nehmen an, die Untergruppe H ist die zusammenhangende der beiden.

Dann erfullt die Familie der Morphismen

(bi: H—Gxp xix i1

,miti € K

die Bedingungen von 2.2.6. Man beachte q)i(e) = ilile Die Aussage folgt dann aus

2.2.6 (i) und 2.2.6 (ii).

AuBerdem folgt aus 2.2.6 (ii), daBl (H,K) das Bild eines Morphismus der Gestalt
(HXK)M — G, (b Ko h K )b 0 (e o B (1)

—_ s TR R R > k] TEAN kn n

ist.

Zu (ii). Die Aussage folgt aus 1.9.1 (iv) und der Tatsache, dal der Morphismus (1) in

der betrachteten Situation ein iiber F definierter Morphismus von F-Varietéten ist.

QED.

2.2.9 Aufgaben

2.2.9 Aufgabe 1
(a) Geben sie einen weiteren Beweis dafur an, dal3 SOn in der Charakteristik # 2

zusammenhangend ist (vgl. 2.2.2 Aufage 2(c)) unter Verwendung von 2.2.7 und
der Tatsache, daf3 On von “Symmetrien” erzeugt wird (vgl. Jacobson [4], Kapitel

6, Abschnitt 6.6, Satz von Cartan-Dieudonné und die Definitionen am Anfang
von Kapitel 6, Abschnitt 6.4 oder Lam [1], Kapitel 1, §7, Satz 7.1 und die
Definitionen in Kapitel 1, §4 nach Folgerung 4.4).
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(b) Zeigen Sie mit einem dhnlichen Argument, daf3 Sp2n zusammenhangend ist fur
jeden Korper k unter Verwendung der Tatsache, dal3 Sp g VOD ‘symplektischen

Transvektionen’ erzeugt wird (vgl. Jacobson [4], Kapitel 6, Abschnitt 6.9,
Lemma 1 und die Definitionen davor).
Beweis. Zu (a). Siehe die geometrische Variante des Beweises von 2.2.2 Aufgabe 2,
Teil (c).
Zu (b). Jede symplektische Matrix

A€ Sp2n

ist Produkt von endlich vielen Matrizen von symplektischen Transvektionen. Eine
symplektische Transvektion ist eine Abbildung der Gestalt
v kK'— k" x X + ceB(x,u)eu,

mit einem Vektor u € k™ - {0} und einer Konstanten ¢ € k. Dabei sei
01
n

e x LaYev it T =
B(x,y) :=x"¢J ymltJ—(_ln 0

Die Matrizen der linearen Abbildungen Tic liegen in szn (vgl. Jacobson [4], Anfang

von Abschnitt 6.9). Sie haben die Gestalt ’

M(

e - L] L] T.
ru,c) = 12n ce(ueu o)),

denn es gilt
= L] T. L] L]
Tu,c(x)_ X + co(X " eJeu)eu
'JT°X) (xToJ *u ist eine 1x1-Matrix)
=X- C°u-(uT-J *X) (J ist schiefsymmetrisch)

=X+ c-u-(uT

s - [ ] L] T. L]
—(12n ce(ueu eJ)ex

Da die Eintrage der Matrix M(ru C) Polynome in c sind, ist firr beliebige u € k™-{0} die
Abbildung ’

!
T A — Sp2n, Ch M(tu,c,),

ein wohldefinierter Morphismus von affinen algebraischen Varietiten. Wegen 1:u(0) =

1 o liegt das neutrale Element von Sp2n im Bild des Morphismus. Weil Al irreduzibel

ist, genugt die Familie der T den Bedingungen von 2.2.6. Deshalb ist die von den
Bildern der T, erzeugte algebraische Gruppe zusammenhdngend. Weil jede
symplektische Matrix Produkt von Matrizen der Gestalt M(1:u C) ist, ist dies die Gruppe

szn.
QED.

2.2.9 Aufgabe 2
Die Charakteristik von k sei von 2 verschieden. Zeigen Sie, das Komplement von SOn
in On ist irreduzibel und erzeugt On' Folgern Sie, die Bedingung, daf} Bilder der q)i in

2.2.6 das neutrale Element enthalten sollen, kann nicht weggelassen werden.
Beweis. Seia € On eine nxn-Matrix mit der Determinante -1, z.B.
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A0 . 01
az(o Id)mltA—<10).

Die Multiplikation mit a und a’!

Varietaten

definiert zueinander inverse Isomorphismen von

0O — O ,xp ax,undg: 0O — O ,X|->a'1x,
n n n n

deren Einschrankungen
SO —0 -SO ,xp ax,und O -SO —)SO,X|—>a'1X,
n n n n n n
wohldefiniert, also bijektive Isomorphismen sind. Insbesondere ist mit SOn auch
f(SO )=0_-SO
n n n
eine irreduzible Komponente von OIl ist. Die Zerlegung von On in SOn und sein

Komplement ist gerade die Zerlegung in irreduzible Komponenten:
0O =SSO0 UJO -SO =SO UJa-SO
n n n n n n

Mit det(a) = -1 gilt auch det(a'l) =-1, also
aleo -so .
n n
Wegen
Orl = SOn U Orl - SOn
—alao - -
=a (On SOn) U (On SOn)
wird On von On - SOn’ d.h. die Gruppe On wird von der irreduziblen Varietit On -

SOn erzeugt, ist aber selbst nicht zusammehangend ist.
QED.

2.2.9 Aufgabe 3
Seien G eine zusammenhangende F-Gruppe und n = 2 ein natirliche Zahl. Dann ist die

Untergruppe G(n), welche von den n-ten Potenzen der Elemente von g erzeugt wird,
eine zusammenhangende F-Untergruppe, welche ein Normalteiler von G ist.
Beweis. Die Abbildung

G—Gx.xG=G"—5G,x (X,..,X) x1,
ist ein uber F definierter Morphismus von F-Varietiten. Die vom Bild erzeugte
Untergruppe G ist nach 2.2.6 (iii) eine F-Untergruppe. Fur beliebige x, g € G gilt

gexlg = (gexeg M E G,

Die inneren Automorphismen von G bilden also ein Erzeugendensystem von GM in

GM ab, also auch G™ in G™ d.h. GM ist ein Normalteiler.
QED.

2.2.9 Aufgabe 4

Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dal die Aussage von 2.2.8 (i) im allgemeinen nicht
richtig ist, wenn weder H noch K zusammenhiangend sind. Hinweis: wihlen sie fur H
und K endliche Gruppen).

Beweis. Sei

HQGL3



67

eine zur symmetrischen Gruppe S, isomorphe Untergruppe (bestehend aus

3
Permutationsmatrizen). Es gilt
(12)+(13) = (321)
also
(12)+(13)-(12) 113y = (12)+(13)=(12)+(13)
= (321)°
= (123).

Damit liegt (123) in (H, H). Dann liegt aber auch

(123) 2= (321)
in (H, H). Mit H endlich ist auch (H, H) endlich. Weil (H, H) mindestens zwei
Elemente enthilt, ist (H, H) nicht zusammenhéangend.
QED.

2.3 G-Raume
2.3.1 G-Varietaten und homogene Riaume

Sei G eine algebraische Gruppe. Eine G-Varietdt - auch G-Raum genannt - ist eine
Varietat X zusammen mit einem Mophismus

aGxX—X, (gXx)» g%,
der eine Operation der Gruppe G auf der Menge X definiert, d.h. es soll gelten
g'(h'X) = (goh)ox und eeX = X

fur beliebige g, h € G und x € X. Dabei soll e das Einselement der Gruppe G
bezeichnen. Ein homogener Raum iiber G ist ein G-Raum X, auf welchem G transitiv

operiert, d.h. fur je zwei x’, x” € X gibt es ein g € G mit gex’ = x”.

Seien X und Y zwei G-Raume. Ein Morphismus

¢ X—Y
heiflt Aquivariant oder auch G-Morphismus, wenn

P(gex) = g+h(x)

fur beliebige g € G und x € X gilt. Ein Morphismus homogener Raume ist ein G-

Morphismus ¢: X — Y mit homogenen G-Raumen X und Y.

Seien X ein G-Raum und x € X ein Punkt. Dann heif3t
GX:={gEGIg-x=X}

Isotropie-Gruppe von x und

Gex:={gxlgeG}
Orbit von x bezuiglich der Operation von G.

Sei X ein G-Raum und F ein Teilkorper von k. Ist G eine F-Gruppe und X eine F-
Varietat und ist die Operation

aGxX—X

von G auf X uber F definiert, so heiit X auch G-Raum uiber F.
Bemerkung
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Die Isotropie-Gruppe Gx ist eine abgeschlossene Untergruppe von G.

Beweis. Gx ist eine Untergruppe von G: Fur beliebige g’, g” € Gx gilt

gex=xund g’*x =X,

also auch
g"lx =X
und damit
(g’_l.g’7).x - g7_1.(g’7.x)
_ g"l-x
=X,

also g"log” S Gx'

Gx ist abgeschlossen in G:

Wir bezeichnen die Projektion auf den zweiten Faktor mit
p2: XX — X, (gX) » X

Weil Py und die Operation a von G auf X Morphismen sind, also insbesondere stetige

Abbildungen, sind die Urbilder p_21 (x) und a'l(x) der abgeschlossenen Menge {x} bei
P, bzw. a abgeschlossen. Damit ist aber auch deren Durchschnitt abgeschlossen:

Py 0 Naleo={Exg€GIN{(ex)ECXIgx =x}

={(gx)lgeGund gex=x}
=G _x{x},

d.h. GXX{x} ist abgeschlossen in GxX. Betrachten wir den Morphismus

(id, x):G — GxX, g » (g,X),
dessen Koordinatenfunktionen (d.h. die Zusammensetzungen mit den beiden

Projektionen von GxX auf G bzw. X) der identische Morphismus id: G — G bzw.

der konstante Morphismus G — X, g i X, ist, der alle Elemente von G auf den Punkt

x abbildet. Weil die Abbildung (id,x) ein Morphismus ist - also eine stetige Abbildung -
ist das Urbild

. -1 B
(id, x) (G x{x}) =G,
der abgeschlossenen Teilmenge GXX{X} bei diesem Morphismus ebenfalls

abgeschlossen.
QED.

2.3.2 Beispiele

Beispiel 1: Innere Automorphismen
Seien G eine algebraische Gruppe und X := G. Dann operiert G auf sich selbst durch
innere Automorphismen O'g ,

meG_+G4gmHo§m:gwg¥

Die Orbits dieser Operation sind gerade die Konjugationsklassen
Gex={gxgllgeG)
von G. Die Isotropie-Gruppen sind die Zentralisatoren
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ze{gEGIgoxzx-g}

der Elemente x von G.

Beispiel 2: Links- und Rechtstranslationen

Seien G eine algebraische Gruppe und X := G. Dann operiert G auf sich selbst durch
Linkstranslationen Lg bzw. Rechtstranslationen Rg ,

L:GxG—G,(g,x) > Lg(x) = geX,

bzw.

R:GxG—G,(g,x) » Rg(x) = X-g'l.
Dies sind zwei Beipiele fur homogene Réaume. Es sind sogar prinzipale homogene
Réume (oder auch Torseure), bei denen die Isotropie-Gruppen trivial sind (d.h. die
Operation ist ginfach-transitiv®).

Beispiel 3: rationale Darstellungen
Sei V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Eine rationale Darstellung von G in V
ist ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen

r=ry G — GL(V)

(vgl. 2.1.5, Aufgabe 1). Wir konnen dann V als algebraische Varietit betrachten

(welche isomorph ist zu A™ mit n := dimk V). Die Abbildung
GxV—V,(g V) 1(g)V), (D

ist dann ein Morphismus von algebraischen Varietiten.” Wenn wir
gev :=r1(g)(V)
schreiben, so gilt fur g’,g” € Gund v € V:
g e(g"*v) =1(g")(r(g")(V))
= (r(g")°r(g"))(V)

=1(g’*g”)(v) (r ist Gruppen-Homomorphismus)
— (g’ .g,,).V
und
eev =r(e)(v)
=1d(v) (r ist Gruppen-Homomorphismus)
=v.

Mit anderen Worten, durch (1) bekommt V die Struktur einer G-Varietat. Wir sagen in
dieser Situation auch, V ist durch (1) ein G-Modul. "’

® Fr je zwei Punkte x’, X des Raums auf welchem operiert wird gibt es genau ein Element g der
Gruppe mit gex’ =x".

® Verwendet man eine Basis des Vektorraums V, um diesen mit dem k™ zu identifizieren und GL(V) mit
der Menge der umkehrbaren nxn-Matrizen mit Eintragen aus k, so ist r(g) eine nxn-Matrix, deren
Eintrage regulare Funktionen von g € G sind. Die Koordinaten des Matrizen-Produkts

r(g)(v) =r(g)evek”

sind homogene lineare Funktionen in den Eintragen der Matrix r(g) und den Koordinaten von v, also
reguldare Funktionen auf GXxV.

' Man kann die Operation (1) von G auf V linear fortsetzen zu einer Operation der Gruppen-Algeba iiber
k von G auf V. Dadurch wird V ein Modul uiber dieser Gruppen-Algebra. Diese ist nicht zu verwechseln
mit dem Koordinatenring k[G]. Es gibt jedoch Beziehungen im Fall G diagonalisierber, sieche 3.2.6.
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Die Operation (1) induziert eine Operation

a: G xP(V) — P(V), (g, [V]) & [r(2)(V)] ()

von G auf dem durch V definierten projektiven Raum (vgl. 1.7.2, Aufgabe 2): sind
namlich v’, v’ € V proportionale Vektoren, sagen wir

v’ =cev’ mit ¢ € k*
so gilt dasselbe fur deren Bilder bei r(g) (weil r(g) € GL(v) eine lineare Abbildung ist),

1(@)(v7) = cer(g)(V').
Mit anderen Worten, wenn v’ und v’ denselben Punkt im projektiven Raum definieren,
so gilt dasselbel auch fur r(g)(v’) und r(g)(v"):

[V]=[v"T= [r((v)] = [r(@) (V)]
d.h. (2) ist korrekt definiert. Wir schreiben auch hier
ge[v] = [r(@)(W)]) = [g-V].
Mit (1) ist auch (2) eine Operation der Gruppe G auf der Menge P(V): fur g’,g” € G
und [v] € P(V) gilt:
gegvh =g (g’
= [(g7g")V]
=(g’*g") V]
und
ee[v] = [eev]

= [v].
Durch (2) bekommt der projektive Raum P(V) die Struktur einer G-Varietat.

Beweis. Es reicht zu zeigen, fur jeden Punkt von G x P(V), sagen wir
(g0 Vo) € G X P(V),
gibt es affine offene Umgebungen
U C GxP(V), U” C P(V)

vong,, [v.] bzw. [gOVO] mit

0]
a(UxU”) C U”
derart, daB fur g € U und [v] € U’ die Koordinaten des Vektors [gev] bezuglich

irgendeines affinen Koordinatensystems reguldre Funktionen auf UxU’ sind.
Nach den 1.7.2, Aufgabe 2, wird P(V) uiberdeckt durch offene Teilmengen der Gestalt

UZ ={[x]EPV) () # 0},
wobei ¢ die Elemente des dualen Raums V* durchlauft. Dabei kann man U ( mit der
Hyperebene
ng={er|€(><)= 1}

identifizieren vermittels

Hy— Uy x b [x]
Der Koordinatenring des affinen Raums H ¢ = U ( besteht gerade aus den Polynomen

von

ki€ /...t /]

mit einer Basis €, ¢ . ""’én-l von V. Wir konnen insbesondere ¢ so wahlen, daf gilt
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Wir bezeichnen mit

die Vektoren der zur Basis

*
€.0,..L EV

dualen Basis. Wir konnen dann die ei als die Standard-Einheitsvektoren des mit dem k™

identifizierten Raums V ansehen. Die ¢, ¢ 1,...,511_1 sind dann gerade die zugehorigen

Koordinaten Funktionen, fur die wir deshalb auch die Bezeichnungen

Xg = l, X = Zl""’ X, = Zn
verwenden. Wie wir bereits gesehen haben, ist r(g)(v) ein n-Tupel, dessen Koordinaten
regulare Funktionen von (g,v) € GxV sind und homogene lineare Funktionen in den
Koordinaten Xi(V) von

%)
vV = e
Xn—l(v)
Weil XO =¢ auf U ¢ von O verschieden ist, ist damit
1 XO(V) 1 XO(V)
X—(V)'I‘(g) =r(g)(x—(v)- )
0 2 0 2
1
Xl(V)/Xl(V)
=@ | 3)

X -I(V)/XO(V)
ein Vektor, dessen Koordinaten reguldre Funktionen sind von

(g,v) EGXD() mit D) = {x EV 1 {(x) # 0}

Tatsachlich hangt dieser Vektor nur von Quotienten x./xo ab und ist damit wohldefiniert

als Funktion von U ¢ Seine Koordinaten sind lineare Polynome in den x. /x0 , wobeli die
Koeffizienten regulare Funktionen auf G sind (d.h. Elemente von k[G]). Die
Koordinaten sind also Elemente von

k[G][xO/xo, Xl/x0 seX g 0] k[G]® k[x 1/x0 - Xn-l/XO]
=k[G]® k[ Z]
= k[GXUZ]

Weil fur jedes g € G die Matrix r(g) umkehrbar ist, hat der Vektor (3) fur
(g,v)= (gO, VO) mindestens eine von Null veschiedene Koordinate. Insbesondere gibt
es ein ¢’ € V* mit
£ (x(gy)vy) = O,
und durch
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f(g,v) := € (x(g)*V)

ist eine regulare Funktion auf GxU / definiert, welche in (g0 , VO) von Null verschieden
ist. Deshalb definiert f eine offene Hauptmenge
U :=D(f) C GxU (
der affinen Varietat GxU ¢ welche den Punkt (gO, VO) enthalt. Nach Definition von f
gilt
¢ (r(g)+v) # 0 fur (g,v) ED(H) = U,
d.h. [r(g)ev] €U 0 Wir haben gezeigt, die Abbildung (2) induziert auf der offenen

Umgebung D(f) des vorgegebenen Punktes (go, VO) € G x P(V) eine regulére
Abbildung
D) — U 0

Da der Punkt (gO, VO) € G x P(V) beliebig vorgegeben war, ist damit (2) eine regulédre
Abbildung und P(V) eine G-Varietit.
QED.

2.3.3 Lemma: Die Struktur der Orbits

Seien G eine algebraische Gruppe und X ein G-Varietat. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

(i) Fur jedes x € X ist das Orbit G+x eine offene Teilmenge seiner AbschlieSung.

(i) Es gibt abgeschlossene Orbits.
Beweis. Zu (i). Die Zusammensetzung

G — GX{x} & GxXX —» X, g b (2.X) b £°X,
ist ein Morphismus dessen Bild gerade das Orbit Gex ist. Nach 1.9.5 gibt es eine offene

Teilmenge U von Gex, welche ganz in Gex liegt. Wegen
2°Gex C Gex
gilt geU C Gex fur jedes g € G also
UgEG g°U C Gex.
Weil G transitiv auf Gex operiert, ist sogar

UgEG geU = Gex.

Mit U ist aber auch die Vereinigung links eine offene Teilmenge von Gex.
Zu (ii). Wegen (i) ist fur jedes x € G die Menge

Gex - Gex (1)

abgeschlossen in X. Weil je zwei Orbits identisch oder disjunkt sind, ist diese Differenz
eine Vereinigung von Orbits.
Als Varietit ist X ein noetherscher Raum (vgl. 1.6.2, Aufgabe 1). In der Familie der
abgeschlossenen Teilmengen der Gestalt (1) gibt es somit ein minimales Element (vgl.
Bemerkung 1.1.5 (i)). Sei (1) ein solches. Wire dieses minimale Element nicht leer, so
konnte man es weiter verkleinern, indem man x durch ein Element aus dieser Differenz
ersetzt, was der Wahl von (1) widerspricht. Es gilt also

Gex - Gex =0,

d.h.
Gex = Gox
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QED.
Bemerkungen

(1)  Auf Grund des Lemmas ist jedes Orbit Gex eine lokal abgeschlossene Teilmenge
von X (d.h. der Durchschnitt einer offenen Teilmenge von X mit einer
abgeschlossenen).

(i)  Die Orbits haben damit die Struktur einer algebraischen Varietit (vgl. 1.6.10 (4)).

(iii) Die Einschrankung der Operation G X X — X von G auf X auf ein Orbit
definiert einen Morphismus
G x Gex — Gex

von algebraischen Varietiten und gleichzeitig eine transitive Operation auf dem
Orbit. Die Orbits werden so zu homogenen Raumen.

2.3.4 Aufgaben

Aufgabe 1
Sei G eine abgeschlossene Untergruppe von GLn' Dann hat A" die Struktur eines G-
Raums. Bestimmen Sie die Orbits von G = GLn’ Dn und SLrl (vgl. 2.1.4, Beispiele 3

und 4).
Beweis. Die Abbildung

Gx A" — A", (g, x) b gex,
ist ein Morphismus algebraischer Varietaten, denn die Eintrage der Produkt-Matrix gex
sind Polynome der Eintrage der nxn-Matrix g und der Koordinaten des Vektors x.

Damit hat A" die Struktur eines G-Raum.
Die Orbits im Fall G = GLn' Es gibt zwei verschiedene Orbits, namlich

G+0 = {0} und Gsx = A" - {0}

(mit x € A" - {0} beliebig). Wir haben zu zeigen, daB das Gleichheitszeichen rechts
tatsachlich gilt. Dazu reicht es zuzeigen, fur jeden Vektor x € A" - {0}, gibt es eine

umkehrbare Matrix g € G mit

X =gee,.
1
Dabei soll € der erste Standard-Einheitsvektor sein. Wegen x # 0 gibt es eine Basis

des k", sagen wir

KM =Kkev, +...kev mitv, = x.
1 n 1

Dann gibt es eine lineare Abbildung, welche den i-ten Standart-Einheitsvektor in Vi

abbildet,

Ace. =v..
i1
Weil bei dieser Abbildung eine Basis in eine Basis uberfuhrt wird, ist die Abbildung ein

Isomorphismus. Die Matrix A ist umkehrbar, d.h.
AE GLn ,

und es gilt x = vy = A-el, d.h. g := A € G ist das gesuchte Element von G.



74

n
Die Orbits im Fall G = Dn' Seien N = % (ril) = 2" und {gi}i—l
i=1 —1l,...

Vektoren des k™ deren Koordinaten samlich gleich 0 oder gleich 1 sind. Dann sind die
Orbits

N die Menge der

Dn-gi ,1i=1,..., N,

paarweise verschiedenen, und jedes Orbit von Dn im k™ kommt unter ihnen vor.

Das liegt daran, da3 die Matrizen von Dn die Gestalt
A= dlag(kl,..., )\.n)
haben mit ki € k-{0}. Die Multiplikation eines Vektors x mit A multipliziert die i-te

Koordinate von x mit ki , d.h. die i-te Koordinate von Aex ist genau dann gleich O,

wenn dies auch fur die i-te Koordinate von x gilt. Die Orbits Dn-gi sind paarweise

verschieden, weil in ihnen Vektoren liegen, deren Koordinaten an unterschiedlichen
Stellen gleich O sind.

Durch geeignete Wahl von A € DIl kann man erreichen, daf} alle Koordinaten des
Vektors A«x gleich 1 sind, fur welche die entsprechende Koordinate von x ungleich 0
ist. Damit gibt es ein 1 mit

Aex = g

also mit x = A'l

Das Orbit

g € G-gi. Es gibt also auBler den angegebenen Orbits keine weiteren.

Ge g

besteht aus allen Vektoren des k™, die an denselben Stellen die Koordinate O haben wie

g

Die Orbits im Fall G = SLn'

Wir haben zwei Fille zu unterscheiden.
ImFalln=1

gilt SLn = {e}, d.h. jedes Orbit besteht aus genau einem Element. Die Orbits von SLn

sind die einelementigen Teilmengen von k".
Im Fall n > 1 hat SLn dieselben Orbits wie GLn:

Er reicht zu zeigen:

Jeder von 0 verschiedene Vektor des k™ liegt im selben Orbit wie e

1. Schritt. € und cee, liegen fur jedes ¢ € k-{0} im selben Orbit.

Sei
A = diag(c, 1/c, 1, ..., 1)

die nxn-Diagonal-Matrix, deren Eintrage auf der Hauptdiagonalen gleich 1 sind mit
eventueller Ausnahme der ersten beiden Eintrage ¢ und 1/c. Dann gilt det A = 1, also

AeSL .
n



75

AuBerdem ist A-e1 =ce. Damit liegen € und cee, tatsachlich im selben Orbit.

2. Schritt. x € k™ - {0} liegt im selben Orbit wie €
Zumindest gibt es ein A € GLn mit

X =A-e1

(siehe oben). Seic = n‘\/det(A) ein Element von k, dessen n-te Potenz gleich det(A) ist.
Ein solches existiert, weil k algebraisch abgeschlossen ist. Dann gilt

1 1
det(g *A)= c—n «det(A) =1,
d.h.
1

S ‘AE SLn'
Nach Wahl von A gilt aulerdem
1
x = (3 A)(coe)),

d.h. x und cee liegen im selben Orbit. Nach dem ersten Schritt liegen aber auch cee

1 1
und e1 im selben Orbit, d.h. x und e1 sind ebenfalls aus demselben Orbit.
QED.
Aufgabe 2

Es gibt eine Operation von G = GL, auf der projektiven Geraden pl (vgl. 2.3.2,

2

Beispiel 3), durch welche P! zu einem homogenen G-Raum wird. Beschreiben Sie die
Isotropie-Gruppe eines Punktes.

Bei der diagonalen Operation von G auf PIxP! treten zwei Orbits auf.

Beweis. Homogenitit von P1: Fir jedes v ek? gibt es eine Matrix A € GL2 mit

V= Aoe1
(siehe Aufgabe 1). Fir die durch GL,, auf P(k?) = P! induzierte Operaton gilt damit

(vgl. Beispiel 3 von 2.3.2)

2
Acfe,]=[Ave 1=[V]
Damit liegen [v] und [el] im selben Orbit. Dann liegen aber auch [v’] und [v”’] im

selben Orbit fur je zwei v, v’ € k2 - {0}.
Die Isotropie-Gruppe in GLn von [v] € P,

Furg e GLIl gilt:
ge[v] =[v] & gev =cev fur ein ¢ € k* & g hat den Eigenvektor v.
Die Isotropie-Gruppe von [v] besteht gerade aus den Matrizen von GLn mit dem

Eigenvektor v.
Die Orbits der diagonalen Operation.

Zwei Orbits
Ge(v, 1. [V, ]) und Ge([w, 1, [w, ]

beziiglich der diagonalen Operation der
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1.1 | . .
GL2><(IP’ xP%) — P xP-, (g, (P> Py)) P (g°P ;> &°Py)s

sind genau dann gleich wenn eine der beide folgenden Bedingungen erfullt sind.
l.v Vo sind linear unabhangig und w , w, sind linear unabhangig.

I "2
2. Vi Vs sind linear abhéngig und Wi Wy sind linear abhéngig.
Den Beweis unterteilen wir in drei Schritte.
1. Schritt: Aus Bedingung 1 folgt die Gleichheit der Orbits.

Beide Vektorpaare bilden eine Basis des k2. Es gibt einen Automorphismus
Isomorphismu

£ k% — K mit f(v)) = w fiiri = 1,2.
Fur die Matrix A von f gilt
A‘Vi = A-wi furi=1,3und A € GL2.
Damit ist aber
Ay |1, [v,yD) = (A=Y, 1 [A=V, ) = (I, ], [w, ],
d.h. ([Vl], [V2]) und ([Wl]’ [wz]) liegen im selben Orbit.
2. Schritt: Aus Bedinung 2 folgt die Gleichheit der Orbits.
Auf Grund des ersten Teils des Beweises gibt es eine Matrix A € GL2 mit A-v1 =Wy
Deshalb gilt
A'([Vl], [V2]) = A'([Vl], [Vl]) (die Vi sind proportional)
= (A~ 1, [AV,])
= (w1, [w, )
= ([Wl], [WZ]) (die w. sind proportional)
) und ([Wl]’ [w

d.h. ([Vl], [v ) liegen im selben Orbit.

2] 2]
3. Schritt: Seien ([Vl], [V2]) und ([Wl], [W2]) aus selben Orbit. Dann sind die v,
genau dann linear unabhéngig, wenn die W, es sind.

Nach Voraussetzung gibt es ein umkehrbare Matrix A mit
(IAV 1 A, D = (I ], [w,)).
Es folgt
A‘Vi =cw, mit ¢ ek - {0}.
Bezeichne (u, v) die Matrix mit den Spalten u und v. Wir erhalten
= L[] - 1 L] L] L[]
det (w1 , w2) = (c1 02) det (c1 W 02 w2)
= L] - 1 L] L] L]
= (c1 02) det (A Vi A V2)

= L] _1. L]
= ((:1 02) det (A) det(vl, V2).
Damit gilt
det (W1 , W2) #Z 0 & det (V1 , V2) #Z 0
QED.

Aufgabe 3
Verallgemeinern Sie das Ergebnis von Aufgabe 2 auf den Fall der Operation von



auf dem ]P’n'l.

Die Verallgemeinerung.
Wir setzen
G:= GLn

X := PM) = ™1
X2 = XxX
Weiter sei

G X V — Va (ga [V]) g [g.V]
die Operation von 2.3.2 Beispiel 2.
Dann gelten die folgenden Aussagen.
1. Die Operation

GxX—X, (g [V]) b [geV],

ist transitiv, d.h. es gibt nur die Orbits k™ - {0} und {0}.
1.  Die diagonale Operation

G x X2 — X%, (g, [v 1, [V, ) b (Igv, 1, [g*V, )
ist nicht transitiv

Beweis. Zu Aussage 1. Die Argumentation ist dieselbe wie bei Aufgabe 2. Fur jedes v
ek™ - {0} gibt es eine Matrix A € GL, mit

V:A-e1

(sieche Aufgabe 1). Fur die durch GLn auf P(k™) = Pn'l induzierte Operaton gilt damit
(Beispiel 3 von 2.3.2)
Acfe,]=[Ave 1=[V]

Damit liegen [v] und [el] im selben Orbit. Dann liegen aber auch [v’] und [v”] im

selben Orbit fur je zwei v’, v’ € k™ - {0}.
Zu Aussage 2. Die Argumentation ist dieselbe wie bei Aufgabe 2.
QED.

2.3.5 Vereinbarungen und Bezeichnungen

Von jetzt an seien G eine lineare algebraische Gruppe und X ein affiner G-Raum mit der
Operation

a: GxX — X.
Wir haben dann
k[GxX] = k[G]®kk[X]
und a ist durch einen k-Algebra-Homomorphismus
a*: k[X] — k[G]®kk[X]
gegeben (vgl. Bemerkung 1.4.7(vi)).
Fur g€ G, x € X, f € k[X] setzen wir

(@B =fag ™, x)).

Dann ist
s(g): k[X] — k[X]
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ein Isomorphismus von k-Algebren und damit eine umkehrbare k-lineare Abbildung des
im allgemeinen nicht endlich-dimensionalen k-Vektorraums k[X] und definiert so einen
Homomorphismus abstrakter Gruppen

s:G — GL(k[X]).
Aus dem nachfolgenden Ergebnis folgt, daf sich die zugehorige Darstellung

aus rationalen Darstellungen von G zusammensetzt (vgl. 2.3.9, Aufgabe 1).
Bemerkung

(i) Die durch s definierte Abbildung

G x k[X] — k[X], (g, D) = s(2)(®,
ist tatsachlich eine Operation der Gruppe G auf der Menge k[X], d.h. es gilt

s(e)=1Id und
s(g’)es(g”) =s(g’-g”) furg’,g” €G.

(i) G operiert auf k[X] durch k-lineare Automorphismen, d.h. es gilt
S(g@)(c’ef” + c7+f”) = c’es(g)(f7) + c”es(g)(f) fur gEG, ¢’ ,c”Ek, f°,’Ek([X].

Beweis der Bemerkungen. Zu (i). Nach Definition von s(g) ist

(@)D = flaig™ ! x)). (1)
Ist g = e des Einselement der Gruppe, so folgt s(e)(f)(x) = f(x), also s(e)(f) = f, also
s(e) =1d

Damit besteht die erste Identitat. Zum Beweis der zweiten setzen wir in (1) fur f die
Funktion s(g’)(f) ein und erhalten

S(2)(s(2)(D)X) = (s(2)(D)alg™ %))
= (s(2)(D)(X") mit x” = a(g”! %)
= f(a(g "1 x") (nach (1))
=f(a(g’™ 1 alg 1 ,X))) (nach Definition von x’)
= f(a(geg’) '1,x)) (a ist eine Operation von G auf X)
= (s(g-g")H(x) (nach (1)).
Da dies fur jedes x € X gilt, folgt
(s(g)es(g)N(f) =s(geg’)(D).
Da dies fur jedes f € k[X] gilt, erhalten wir
s(g)es(g’) =s(g*g’).

Zu (ii). Aus (1) mit f = ¢’«f” + ¢”+f” erhalten wir
(@)™ + ™+ F)(x) = (€'F + ") %)
=P (g x) + oof (g%
= c’es(2)(f")(x) + ¢”+s()(f")(x)
=(c"s(2)(f") + c”+s()(f))(x)
Da dies fur jedes x € X gilt, folgt
oD (s(@)( " + c7+f7)(x) = c’+s(2)(f") + c*s()(f”)
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2.3.6 Lokale Endlichkeit der Operation von G auf k[X]

2.3.6 A. Die lokale Endlidchkeit
Seien G eine lineare algebraische Gruppe, X eine affine G-Varietat mit der Operation

aGxX—5X
und
V C Kk[X]
ein endlich-dimensionaler k-linearer Unterraum. Weiter sei
s: G — Aut, (K[X]), g b s(g),
die in 2.3.5 definierte Operation der abstrakten Gruppe G auf k[X] mit
()X = flalg ™, %)
fur g&G, x € X und f € k[X]. Dann gelten folgende Aussagen.
(i) Es gibt einen endlich-dimensionalen k-linearen Unterraum W C k[X]
Ve w,
welcher G-stabil ist beziiglich s, d.h. es gilt
s(2)(k[X]) € Kk[X] fur jedes g € G.

(i) Die folgenden beiden Bedingungen an den endlich-dimensionalen linearen

Unterraum V C k[X] sind dquivalent.

1. s(g)(V) C V fur jedes g €G.

2. a%(V) C k[G]®kV

Sind diese Bedingungen erfullt, so ist die Abbildung
Sy G—GL\V),g» S(g)lV ,

wohldefiniert und eine rationale Darstellung von G in V (vgl. 2.3.2 Beispiel 3).

(111) Seien auerdem G eine F-Gruppe, X eine F-Varietat, V ein uber F definierter k-

linearer Unterraum von k[X] (vgl. 1.3.7, F-Strukturen) und

aGxX—X
ein Uber F definierter Morphismus. Dann kann man in (i) fur W einen uber F
definierten k-linearen Unterraum von k[ X] wahlen.

Bemerkungen

(i) Der Beweis von Behauptung (iii) bechrankt sich im Original auf die Aussage,
dieser Beweis sei eine Kopie des Beweises von (i) und konne weggelassen
werden. Wir halten diese Aussage fur problematisch. Wir geben den Beweis von
(ii1) im Stil des Beweises von (i) bis zu der problematischen Stelle an und brechen
dann den Beweis ab.

(i)) Danach fuhren wir den Begriff des Komoduls ein und beschreiben dessen
Relation zum Begriff der rationalen Darstellung. Die zu beweisende Aussage
Ubersetzt sich dann in die Aussage, dal jeder Komodul eine Vereinigung von
endlich erzeugten Teilkomoduln ist. Dies wird am Ende dieses Unterabschitts
bewiesen. Der Beweis ist nicht komplexer als der von (i) und (ii), die
Argumentation jedoch etwas formaler. Wir flogen dabei der Argumentation von
Milne [1], Kapitel 4: Linear representations of algebraic groups, Abschnitt c:
Every representation is a union of finite-dimensional representations.

Beweis. Zu (i). Als endlich-dimensionaler Raum ist V die Summe von endlich vielen
eindimensionalen linearen Unterraumen. Es reicht, fur jeden dieser Summanden ein W
zu konstruieren und dann die Summe der gefundenen endlich vielen W zu nehmen. Wir
konnena also annehmen,
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V =kefmitf # 0
(im Fall f = 0 konnen wir W =V setzen). Sei

n

fea=a*{f)= > ui®fi mit u, € k[G] und fi € k[X].
i=1

Dann gilt

@O  =fag ! x)
n
=(Tu®f)E, %

i=1
a 1

S u(e Dt

i=1

d.h.
& 1
s(g)(f) = 2 u(g )t
i=1
Alle Funktionen s(g)(f) liegen im endlich-dimensionalen linearen Unterraum W’ von
k[X], welcher von den endlich vielen fi erzeugt wird. Der von den (moglicherweise

unendlich vielen)

s(g) () mitge G
erzeugte k-Vektorraum
W= ¥ kes(g)f
geG

liegt ganz in W’ und ist damit auch endlich-dimensioinal. Wegen

s(e)(f)(x) = f(x)
liegt f in W, d.h. es ist

V=kef CW.
Fur g’ € G gilt

s(g)(W) =s(g)( Y kes(g)
geG

= Y kes(g’)(s(g)f) (nach Bemerkung 2.3.5(ii))
geG

= Y ke (s(g’+g)f) (nmach Bemerkung 2.3.5(1))
geG

= Y kes(g)f) (G ist eine Gruppe)
geG
=W
Damit ist W stabil unten den Automorphismen s(g’) mit g’EG.
Zu (i1). 1. Schritt. 2 = 1.
Nehmen wir also an, es gilt

a*(V) C k[GI®V.
Fur jedes f € V gilt dann
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n
og = a* = 1
fea = a*(f) 2 ui®fi mit u € k[G] und fi e V.

i=1
und die Rechnung am Anfang des Beweises von (i) zeigt, fur jedes g € G ist
n
(@)D = 3 u@ ey,
i=1
also
s(@(V) C V.
2. Schritt. 1 = 2.
Sei

{fl""’fr} eine k-Vektorraumbasis von V.
Wir erganzen diese Basis zu einer k-Vektorraumbasis von k[X], sagen wir

{fl""’fr} U {gj}j el ist eine k-Vektorraumbasis von V.

Diese Basis definiert dann eine Zerlegung von k[X] in eine direkte Summe

kX]=V® ¥ k-gj
JjEJ
Fur f € V schreiben wir
r
a*(f) = S u.®f + ¥ v.®g. mitu,, v. € k[G].
2 i %] i
1= j€l
Die Rechnung am Anfang im Beweis von (i) zeigt
r
@0 = T+ Ivie g
=1 i€l
Weil s(g)(f) nach Voraussetzung 1 im direkten Summanden V von k[X] liegt, folgt
Vj(g'l) =0 fur jedes j € J und jedes g € G,

d.h. die Funktionen Vj € k[G] sind Null. Es folgt

r
%k —
a*(f) = Elui®fi .
Weil die fi eine Basis von V bilden und die u in k[G] liegen, folgt
a*(f) € k[G]®kV.
Da dies fur jedes f € V gilt, ist Bedingung 2 erfullt.
3. Schritt. Die Abbildung

ist wohldefiniert und eine rationale Darstellung von G in V (d.h. ein
Homomorphismus algebraischer Gruppen - vgl. 2.3.2, Beispiel 3) falls

a*(V) C k[G]®kV gilt.
Sei eine Basis des k-Vektorraums V gegeben, sagen wir

S
V=3 kef. (S KIXI)
i=1
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Wegen a*(V) C k[G] ®kV gibt es mij € k[G] mit

S
ES — T o1 —
a (fi) =3 moci®foc furi=1,..., s,

a=1
also
@ENX =t %)
= a*(f)(g™ . %)
. 1
= Sm_ (@t x
a=1
also

S
- -14,
@)= Im_ (g,
a=1
Bezuglich der Basis der fi von V hat damit die Abbildung

s(g)lV :V—YV

die Matrix (mij(g'l)). Wegen mijEk[G] sind die Eintrage der Matrix regulire
Funktionen auf G. Deshalb ist die Abbildung
Sy G— Endk(V) (= MS = AS)

ein Morphismus von affinen Varietéten.

Nach den Bemerkungen 2.3.5 (i) und (ii) besteht das Bild von Sy aus umkehrbaren k-

linearen Abbildungen, so da} wir s, als Morphismus

\Y%
Sy G — GL(V)

ansehen konnen. Auf Grund derselben Bemerkungen ist dann s, ein Gruppen-

\%
Homomorphismus, d.h. ein Homomorphismus algebraischer Gruppen (ein rationale
Darstellung).

Zu (iii). Wir haben im Fall einer uiber F definiertion Operation

aGxX—X
einer F-Gruppe G auf einer affinen F-Varietit X die Existenz eines uber F
definierten k-linearen und G-stabilen Unterraums W von k[X], welcher den
gegebenen endlich-dimensionalen k-linearen Unterraum V enthdlt, zu
beweisen.
Wir beschranken uns auf die Wiedergabe der modivizierten Variante des Beweises von
(1) bis zu der Stelle, an welcher das in obiger Bemerkung erwahnte Problem auftritt.

1. Schritt. Reduktion auf den Fall V = kef mit f € F[X].

Wir fixieren ein endliches Erzeugendensystem des k-Vektorraums V. Wegen
k®FF[G] = k[G]

ist jeder der endlich vielen Erzeuger eine Linearkombination von endlich vielen

Elementen aus F[G] mit Koefffizienten aus k. Es gibt also endlich vielen Elemente

fl""’fre F[G]

mit
vV C k-f1 +.. + k-fr.
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Falls die Behauptung fur die k-linearen Unterraume k-fi (anstelle von V) gilt, gibt es
uber F definierte endlich erzeugte k-lineare und G-stabile Unterraume Wi mit
k-fi - Wi furi=1,..r,
also mit
V C kef

Der k-lineare Raum Unterraum

+..4+kf CW_ +..+W.
1 r 1 r

W=W. +.+W
1 r

ist endlich-dimensional und G-stabil (weil die Wi es sind). Es reicht zu zeigen, er ist

uber F definiert. Weil Wi uber F definiert ist, wird Wi uber k von WiﬂF[X] erzeugt
(nach Definition, vgl. 1.3.7 B). Jedes Wi enthélt ein Erzeugendensystem von Wi uber

k, welches in WiﬂF[X] liegt. Diese Erzeugendensysteme bilden zusammen ein

Erzeugendensysstem von

W=W, +.+W
1 r

welches in
WAFIX] (2D WlﬂF[X] + ...+ WrﬂF[X])

liegt, d.h. W(F[X] erzeugt W tiber k, d.h. W ist uiber F definiert.
2. Schritt. Der V = kef mit f € F[X].
Nach Voraussetzung ist a*: k[X] — k[G] ®kk[X] uber F definiert, d.h. es gilt

a*(F[X]) C F[G]@FF[X].
(vgl. 1.6.14 und 1.4.9 A). Insbesondere gilt
a*(f) € F[G]®FF[X] C k[G]®kk[X],

d.h. a*(f) = fea hat die Gestalt
n
og = a* = i
foa = a*(f) El ui®fi mit u € F[G], fi € F[X].
Es gilt

@) = fag ! x)

a 1
= (3 u®f)e !, x)
i=1
n 1
S u(eDet00
i=1

d.h.
o 1 o-l
s(g)(f) = 2 u(g )t
i=1
Alle Funktionen s(g)(f) liegen im endlich-dimensionalen linearen Unterraum W’ von
k[X], welcher von den endlich vielen fi erzeugt wird. Der von den (moglicherweise

unendlich vielen)

s(2)(H) mit g €G
erzeugte k-Vektorraum
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W= I kes(g)f

geCG
liegt ganz in W’ und ist damit auch endlich-dimensioinal. Wegen

s(e)(D(x) = f(x)
liegt f in W, d.h. es ist

V=kfCW.
Fur g’ € G gilt

s(g)(W) =s(g)( ¥ kes(g))
geCG

= Y kes(g’)(s(g)f) (nach Bemerkung 2.3.5(ii))
geG

= Y ke (s(g’+g)f) (nach Bemerkung 2.3.5(i))
geCG

= Y kes(g)) (G ist eine Gruppe)

geG
=W
Damit ist W stabil unten den Automorphismen s(g’) mit g’EG.
Es fehlt noch der Beweis dafur, dal der Raum uber W uber F definiert ist. An der
entsprechenden Stelle im Beweis von Borel [3], Kapitel I, die Proposition von
Abschnitt 1.9, wird noch angemerkt, dap man die obige Darstellung
n
og = a* = i
foa = a*(f) El ui®fi mit u € F[G], fi € F[X].
so zu wahlen hat, da3 n minimal wird. Es wurde ausreichen, zu zeigen, dal} in diesem
Falle

n
W= Elk fi

ist. Es fehlt aber ein Hinweis, wie man das zeigen kann. Wir brechen deshalb an dieser

Stelle den Beweis ab, fuhren dann den Begriff des Komoduls ein, beschreiben einige

Eigenschaften dieses Begriffs geben Beispiele an.

Die zu beweisende Aussage ubersetzt sich da in die Aussage, da} jeder Komodul

Vereinigung von endlich erzeugten ist. Diese Aussage wird am Ende von 3.3.6

beweisen. Der Beweis ist nicht komplexer als der von (i) und (ii), die Argumentation

jedoch etwas formaler.

QED.

2.3.6 B Ergdnzung: Begriff des Komoduls

Seien F C k ein Teilkorper des Grundkorpers k und G eine affine F-Gruppe mit der F-

Struktur F[G]. Ein F[G]-Komodul ist ein F-Vektorraum V zusammen mit einer F-
linearen Abbildung

p: V— FIGI®LV

mit der Eigenschaft, daf} die folgenden beiden Diagramme kommutativ sind.
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Y p

\Y — F[G] ®FV V — F[G] ®FV
p| A ®id oy N\E |2 ®id
1d®p
F[G]@FV — F[G]®FF[G]®FV F® FV

Dabei seien:

AF die Einschrankung der Komultiplikation

A: k[G] — Kk[G] ®kk[G]
von G auf die F-Struktur F[G] von k[G],

€p die Einschrankung der Auswertung

e: F[G] — F
im neutralen Element von G auf F[G].

Py’ \Y% i) F®FV, Vi 1®v,
der naturrliche F-lineare Isomorphismus.
Ein F[G]-Teilkomodul des F[G]-Komoduls V ist ein F-linearer Unterraum W von V mit
p(W) C F[G]®FW.
Bemerkung

Der F|G]-Teilkomodul W des F[G]-Komoduls V ist selbst ein F[G]-Komodul. Dessen
Komodul-Struktur wird definiert durch die Einschrankung

pIW W — F[G]®FW
2.3.6 C Der durch eine rationale Darstellung definierte Komodul
Sei

1@ ()

rG—GL ,gp» N
" ro(@). T (9)
118 (8
eine rationale Darstellung der linearen algebraischen Gruppe G, d.h. r sei ein Gruppen-
Homomorphismus und die rij € k[G] seien regulare Funktionen auf G. Weiter sei
A =k"

der n-dimmensionale affine Raum n-zeiligen Spaltenvektoren mit Eintragen aus k. Dann
ist

n
>r..(g)e.
< c 2 1i i
aGxV—0V,(g|- - Db (g =
< < n
3 1 @

eine regulare Abbildung, welche einen k-Algebra-Homomorphismus
a* k[A"] :=K[T,....T ] — K[GI®, k[A"]

induziert. Dieser ist durch die Bilder der Unbestimmten Tl""’Tn bereits eindeutig

festgelegt. Es gilt
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a*(T)(g,v) = (Tea)a, v)
=T.((2))

= i-te Koordinaten des Vektors r(g)ev,

d.h.
< N
a*(TH(g, | ... = Y r.(g)x.
(T)(e ) ) ‘21 lJ(g) i
J_
n
also
n
a*(Ti)(g,x) =3 rij(g)-Tj(x) fur alle g € G und alle x € Al
=1
also
n
a*(T. = ¥Yr.®T.
@ 35,7,
J_
und
n
%k —_
a (CIT1+"'+CnTn) —ijE_lriJ.@ciTj

Wenn wir den k-Vektorraum der linearen Polynome auf V als den zu V dualen k-
Vektorraum V* ansehen, erhalten wir eine k-lineare Abbildung

a*: V¥ — k[G]®V*, (1)
Die Tatsache, daf a eine Operation von G auf V ist, d.h. die Diagramme
IXey)*V A (Xey3v)

V & Gxv I
aT Tuxld I'(X)'(I‘(Y)'V)
GXV1d<—XaGXGXV 1 z
(Xr(y)*v) <« (X,y,v)
und
v (i GxV r(el?-v “ (ev)
\ \T \ 73, j:
{e}xV

(e,v)
sind kommutativ, bedeutet gerade, dafl durch (1) der k-Vektorraum V die Struktur eines
k[G]-Moduls erhilt: die zugehorigen Diagramm der Koordinatenringe haben die Gestalt

* *

KTl —  KIGI®KT] KIT] = K[GI® KIT]
a*| |a®id und N |
o
1<[G]®k1<[T]lgil KIGI® KIGI® kIT] k® K[T]

Wie wir oben gesehen haben, konnen wir k[T] = k[T Tn] durch V* ersetzen und

=
erhalten so die Diagramme der Definition.
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2.3.6 D Der Fall, daf} die Darstellung iiber F definiert ist
Ist F C k ein Teilkorper, G eine F-Gruppe und ist die rationale Darstellung
rG— GLn
von 2.3.6 C uiber F definiert, d.h. die regularen Funktionen rij liegen in F[G], so bildet

n

a*: k[Al] =k[T] — k[G]®kk[T], Ti Y rij®Tj’

=1
die Unbestimmten Ti in die F-Struktur F[G]®FF[T] von k[G]®kk[T], d.h. die regulére
Abbildung
aaGxV—V, gpr(g)ev,
ist iiber F definiert, wenn man V = k™ mit der F-Struktur VF := F versieht. Die
Abbildung a* definiert eine F-lineare Abbildung
%k k
Vg — F[G]®F Vg,
*

durch welche VF die Struktur eine F[G]-Komoduls bekommit.

2.3.6 E Die Darstellung zu einem Komodul

Seien F C k ein Teilkorper des Grundkorpers k, G eine affine F-Gruppe mit der F-
Struktur F[G] und V_, eine endlich-dimensionaler F-Vektorraum mit der F[G]-

Komodul-Struktur

F

3k %k
pF: VF — F[G]®FVF
Dann ist V_, eine F-Struktur des k-Moduls

F
V= k®FVF

%
und wir konnen VF als F-Struktur des zu V dualen k-Moduls V* ansehen. Durch

anwenden des Funktor k®F erhalten wir eine k[G]-Modulstruktur

p:= k®F PE: V* — k[G]®kV*
(welche uber F definiert ist). Aus der Zusammensetzung

\% i) l([G]®kV>’< S k[G]®kSk(V*)

und der Universalitateigenschaft der Symmetrischen Algebra erhalten wir einen k-
Algbra-Homomorphismus

Sk(V*) — k[G] ®kSk(V*).

Die Symmtrische Algebra S, (V*) konnen wir als Koordinatenring der affinen

(
k
algebraischen Varietat V ansehen. Der Algebra-Homomorphismus definert so eine
reguldaren Abbildung

aaGxV—YV.

welche tiber F definiert ist. Die die Komodulstruktur definierenden kommutativen
Diagramme sorgen dafur, daB dies eine Operation von G auf V durch k-lineare
Isomorphismen ist, d.h. die Abbildung

G— GL(V), g (v agyv)),
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ist eine Uiber F definierte rationale Darstellung der F-Gruppe G (wenn man GL(V) mit

der durch VF definierten F-Struktur versieht).

2.3.6 F Der Komodul zu einer Operation auf einer affinen Varietiit
Seien F C k ein Teilkorper, G eine F-Gruppe, X eine affine F-Varietit und
a:GxX — X
eine uber F definierte Operation von G auf X. Dann ist durch
a*: k[X] — k[G] ®kk[X]

auf k[X] die Struktur eines k[G]-Komoduls definiert und durch die Einschrankung auf
die F-Strukturen,

*
ap : F[X] — F[G]®FF[X]
die Struktur eines F[G]-Komoduls.

2.3.6 G Komoduln sind Vereinigungen endlich erzeugter
Seien F C k ein Teilkorper, G eine affine F-Gruppe und V ein F-Vektorraum mit der
durch

p:V— F[G]®FV

definierten F[G]-Komodulstruktur. Dann gibt fur jedes v € V einen F[G]-Koteilmodul
wCVv,
welcher als F-Vektorraum endlich erzeugt ist.
Beweis. Sei {ei}i el eine F-Vektorraumbasis von F[G]. Dann 146t sich p(v) in der
Gestalt
pv)= 3 ei®Vi (D
1€J
schreiben mit eindeutig bestimmten
Vi ev
(von denen hochstens endlich viele ungleich Null sind). Wir bezeichnen mit
A: FIG] — F[G]®FF[G]
die Einschrankung der Komultiplikation der Gruppe G auf F[G] und schreiben
A(ei) = 3 c. Z'eé®ej € F[G]®FF[G] 2)

a_]a
j.lel]

mit eindeutig bestimmten c. . ¢ € F (wobei fur jedes feste i nur fur endliche viele j und ¢

kA B

der Koeffizient c. . ( ungleich Null ist). Es reicht zu zeigen, es gilt

°J

p(VZ) = 3 Ci,j ,Z.ej®vi' 3)
NS
denn dann ist der von v und den endlich vielen von Null verschiedenen v ( erzeugte F-

lineare Unterraum von V ein F[G]-Teilkomodul von V (der eine endliche Dimension
hat). Weil V ein F[G]-Komodul ist, gilt (vgl. 2.3.6 B)

(A®idV)°p = (idF[G]®p)°p.
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Wir wenden beide Seiten dieser Identitat auf (1) an und erhalten
(idgy  @PP(V) = (ABidy)(p(v))
also

D e€® p(vé) =3 A(ei)®vi.
(sl ieJ
Zusammen mit (2) erhalten wir

> eé®p(vg) =y Ci,j,€.e€®ej®vi'
el i,j,¢€J
Wir vergleichen die Koeffizienten von e Z® 1®1 und erhalten

p(Vg) = | E Ci,j,é.ej®vi'
L,jEJ
Es gilt also tatsachlich (3).

QED.

2.3.6 I Der Fall von Links- und Rechtstranslationen

Betrachten wir die Spezialfille, in denen die lineare algebraische Gruppe G durch
Linkstranslationen oder Rechtstranslationen auf sich selbst operiert (vgl. Beispiel 2 von
2.3.2),

*

A G xk[G] — Kk[G], (g, ) » M) = Lg-1(f),

d.h.
MH(x) = f(g'lox) fur g, x € G und f € k[G],
und
ES
p: G xk[G] — K[G], (g, 1) » p(g)f = Rg-l(f),
d.h.

(p()D)(x) = f(xg) fur g, x € G und f € k[G],

Die Abbildungen A und p sind Darstellungen der abstrakten Gruppe G in GL(k[G])

und sogar in der Gruppe der k-Algebra-Automorphismen des Koordinatenrings k[G].
Ist

=i K[G] —> K[G], f 1 f(x” 1)

der Automorphismus von k[G], welcher durch den Ubergang zum Inversen induziert
wird (der Antipode), so gilt

p(g) = teh(g)or ! fir jedes g € G. (1)
Beide Darstellungen sind treu, d.h. ihr Kern ist trivial, d.h.
Ker(G—Aut, k[G]. g b Mg)) ={e} = Ker(G—Aut,_K[G], g > p(g2))

Beweis.
Zur Identitét (1). Es gilt

frd . -l el ° -1 -1 frd 1 -1 frd ‘O O'
Rg(X)—X g =(gx) I(Lg(x ) =a Lg )(x)
also
R =1joL. oj
g g

also
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%

(g0 =R _

p(g ol
= (ieL__;°i)*

g

*
= i*ol, _joi*

= LoA(g)oL
Weil i selbstinvers ist und f i f* ein Funktor, ist auch v selbstinvers, d.h. es gilt
p(g) = te(g)ev L.
%k
Der Kern von A ist trivial. Mit Lg_l = Id gilt f(g'lx) = f(x) fur jedes x € G und jedes f

€ k[X]. Damit haben die Punkte g'lx und x dieselben Koordinaten (im k™, welcher die

Gruppe G anthilt), d.h. es ist

1x = x fur jedes x € G,

1

.

Insbesondere fur x = e erhalten wir g~ =e, also g =e.
%

Der Kern von p ist trivial. Mit Rg_l = Id gilt f(xg) = f(x) fur jedes x € G und jedes f €

k[X]. Damit haben die Punkte xg und x dieselben Koordinaten (im k™, welcher die
Gruppe G anthilt), d.h. es ist

xg = x fur jedes x € G,

Insbesondere fur x = e erhalten wir g =e.
QED.

2.3.7 Einbettung einer linearen algebraischen Gruppe in eine GLn

Sei G eine lineare algebraische Gruppe. Dann gelten folgende Aussagen.
(i)  Es gibt eine naturliche Zahl n und einen Isomorphismus von G mit einer
abgeschlossenen Untergruppe von GLn'

(1)  Ist G eine F-Gruppe, so kann man den Isomorphismus von (i) so wihlen, da3 er
uber F definiert ist.
Beweis. Zu (i).

1. Schritt. Konstruktion eines Homomorphismus ¢ affiner algebraischer Gruppen.

Wir betrachten die Operation von G auf sich selbst durch Rechtstranslationen,

a=R:GxG —» G, (2, %) b Rg(x)=xg'1.

Als affine k-Algebra besitzt k[G] ein endliches Erzeugendensystem. Nach 2.3.6 (i)
liegen die endlich vielen Elemente eines solchen Erzeugendensystems in einen G-
stabilen endlich-dimensionalen k-linearen Unterraum von K[G]. Eine Basis dieses
Unterraums ist ebenfalls ein Erzeugendensystem der k-Algebra k[G]. Damit hat k[G]
die Gestalt

k[G] = k[fl""’ fn],
wobel die fi die Basis eines k-linearen Unteraums

V= k-f1+...+ k-fn , dimk V =n,
von k[G] bilden mit
s(g)(V) C V fur jedes g €G.

Nach 2.3.6 A (ii) gilt a*(V) C k[G] ®kV, also (nach 2.3.6 A (ii))
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n
s(g)fi(x) = fi(a(g'l, X)) = fi(xg) = ¥ m..(g)®f.(x) mit m.. € k[G].
j=1 N J 1]
also
s@f, = E m;(@)-f. (D
ji
J=1
Weil die f. linear unabhédngig sind, sind die Funktionen m.. als Funktionen G—k

durch diese Relation eindeutig bestimmt. Nach Bemerkung 2.3.5 (i) g(e) = Id und (1)
bekommt fur diesen Fall die Gestalt
n
fi = j;lmji(e)-fj.
Deshalb gilt

mij(e) = 6ij furi,j=1,...,n. (2)
Welil die mij in k[G] liegen, ist die Abbildung

2
. _ n
¢:G— M =A", g (m (g))’Jl

ein Morphismus affiner algebraischer Varietaten.
Nach Bemerkung 2.3.5 (i), angewandt auf die Operation
*k

s: G XKk[G] — k[G], x, ) » Rg-l(f) = f(xg)
durch Rechtstranslationen (vgl. zweiter Teil von 2.3.6), gilt
s(g’g”) = s(g’)es(g”) fur beliebige g’, g” € G.

Es folgt
@ egf,  =s(@)s(eNf)
n
=s(@) I m_ () ) (nach (1))
o=1
n
= Ym (g”)-s(g’)(fa) (s(g’) ist linear nach Bem. 2.3.5(ii))
a=1
n
= 2m . (&) E m, &) f) (nach (1))
o=1
E ( 2 m,(g7)em ; (871,
=l g=1

Wir vergleich mit (1) fur g = g’+g” und erhalten
n

mji(g 2= > mja(g ).moci (g”) furi,j=1,..,n
a=1
also
n
mij(g )= > mia(g )-mOcj (g7”) furi,j=1,..,n
a=1
also
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mll(g g”) ... mln(g *g”)

(g’ *g")
m . (g+g”) ... m_ (g*g")
m () ... my (g)y sm (). m (g7

m_(g)...m (g) m_(g7)... m (g7

=g (") (Matrizen-Multiplikation)
Speziell fur g” = g"l ergibt sich
o)™ =0
Wegen (2) steht rechts die Einheitsmatirx, die Matrizen der Gestalt ¢(g) sind
umkehrbar. Wir konnen ¢ als Morphismus affiner algebraischer Varietaten

auffassen, und - wie wir gerade gesehen haben - ist ¢ auch ein Homomorphismus von
Gruppen.

2. Schritt. ¢ ist injektiv.
Fur g € Ker(¢), d.h. ¢(g) ist die Einheitsmatrix, gilt mij(g) = 6ij fur alle i und j, also

nach (1)
n

s(g)fi = jzlmji(g%fj.

= 3o of 3)

fur 1 = 1,..., n. Weil s(g): k[G] — k[G], f(x) » f(xg), ein k-Algebra-

Homomorphismus ist (nach 2.3.5) und
k[G] = k[fl""’ fn]

als k-Algebra von den fi erzeugt wird, ist s(g) mit (3) die identische Abbildung von
k[G],

s(g) = Id fur g& Ker(¢),
d.h. es gilt f(xg) = f(x) fur jedes f € k[G] und jedes x € G. Dies ist insbesondere fur x
= e der Fall, d.h. f(g) = f(e) fur jedes f € k[G]. Die Punkte g und e von G haben
dieselben Koordinaten, sind also gleich, g = e. Der Kern von ¢ ist trivial, und ¢ ist
injektiv.
3. Schritt. Beweis der Behauptung.
Wir verwenden die Bezeichnungen von 2.1.4, Beispiel 3. Der durch

¢:G— GLn
induzierte k-Algbra-Homomorphismus der Koordinatenringe
o*: k[Tij , det(Tij) li,j=1,..., n] — k[G]
ist gegeben durch
* = o = ) 1.1 =
(0] (Tij) = Tij ¢ mij furi,j=1,..,nund
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q)*(det(Tij)) = det (q)*(Tij)) = det (mij)'
Insbesondere liegen die mij im Bild von ¢*,

mij € Im(¢p*).

Aus (1) erhalten wir
n
fi(xg) = s(g)fi(x) =53 mji(g)-fj(x) fur beliebige g,x € G
=1

J:
also speziell fur x =e:
n
f(g) = m..(g)f.(e),
©= 3 m(@h(©

J
d.h.

n
f.= Y m..-f.(e).
1 i=1 )
Die Funktion fi ist eine Linearkombination der rnji € Im (¢*) mit Koeffizienten fj (e)Ek,

liegt also auch in Im(¢*). Das Bild von
o*: k[GLn] — k[G]
enthalt das Erzeugendensystem {fi} der k-Algebra k[G], d.h.

o*: k[GLn] —» k[G]
ist surjektiv. Nach 2.2.5 (i1) ist ¢(G) eine abgeschlossene Untergruppe von GLn' Die

regulare Abbildung ¢ ist deshalb die Zusammensetzung
i
%:G —> %(G) &> GL_
einer surjektiven reguldaren Abbildung ¢ und der naturlichen Einbettung i der
abgeschlossenen Teilmenge ¢(G) von GLn' Fur die induzieren k-Algebra-
Homomorphismen der Koordinatenringe erhalten wir ein kommutatives Diagramm
(p*
k[G] «— k[¢(G)]
RN I
k[GLn]
mit
1* surjektiv (weil i die Einbettung einer abgeschlossenen Teilvarietit ist)
@* injektiv (weil @ surjektiv ist).
¢* surjektiv (wie oben gezeigt).
Mit ¢* ist auch @* surjektiv. Damit ist ¢* sogar bijektiv, also ist ¢ ein Isomorphismus
von G mit der abgeschlossenen Untergruppe ¢(G) von GLn'
Zu (i1). Weil G eine F-Gruppe ist, kann man als Erzeuger fi der k-Algebra

k[G] = k®FF[G],

wie sie am Anfang des Beweises von (i) konstruierten wurden, Elemente der F-Struktur
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F[G] C k[G] = k[fl""’fn]
wahlen (nach 2.3.6 (ii1)). Wir erhalten
F[fl"“’fn] C FIG] 4)
und mit
VF := Fe f1+... + F-fn und V :=ke f1+... + kofn = k®FVF
gilt

s(2)(V) C V fur jedes g € G,

und wie im Beweis von (i) ergibt sich fur die Operaton a von G auf sich selbst durch
Rechtstranslationen

a*(V) C k[G]®kV.
Nach Wahl der fi wird aus der Inklusin (4) nach Anwenden des Funktors k®F ein
Isomorphismus. Deshalb ist (4) selbst schon ein Isomorphismus'', d.h. es gilt
F(f,....f ] = F[G].
1 n
Weil VF C F[G]V den Unterraum V iiber k erzeugt, ist V definiert uber F (vgl.

zweiter Teil von 1.3.7) also ist F[G]( |V eine F-Struktur von V (vgl. Bemerkung (iii)
des zweiten Teils von 1.3.7), d.h.

V= k®FVF C k®F(F[G]ﬂV) =V.
Es gilt das Gleichheitszeichen, und damit
VF =F[G]MV.

Weil G eine F-Gruppe ist, ist die Operation a von G auf sich selbst durch
Rechtstranslationen uber F definiert. Deshalb gilt auf Grund der Definition der F-
Struktur eines Produkts von F-Varietaten in 1.5.5, Aufgabe 3:

a*(VF) - (k[G]®kV) N F[G]®FF[G].

Wir wihlen eine F-Vektorraumbasis von VF’ sagen wir

VF =3 F~oci ,
i€l
und ergédnzen diese zu einer F-Vektorraumbasis von F[G], sagen wir

F[G]= Y F-oci mit I C J.
i€J
Die ozi®ocj mit i, j € J bilden dann eine F-Vektorraum Basis von
FIGI®FIG] ( C k[Gl®, k[GD),
welche gleichzeitig eine k-Vektorraumbasis von k[G] ®kk[G] ist. Es gilt

gilt C®Fk = 0. Also muB C selbst schon Null sein.
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KGIBY =3 3 ke(e®a)
ierjer
FIGI®FIG] = 3 3 Fr(e,®a)
iEeJiE]
also ist'? =

(k[G]@kV) M F[G]®FF[G] =y 3 F-(aj®ai) = F[G]@VF.
ieljel
Damit gilt
%
a (VF) C F[G]®kVF'
Dieselben Betrachtungen wie im Beweis von (i) mit F[G] anstelle von k[G] und

VF = Fe f1+... + F-fn

anstelle von V zeigen, da} man dann die mij aus F[G] wahlen kann. Die Einbettung

ist dann uiber F definiert, d.h. es gilt (iii).
QED.

1,...n°

2.3.8 Lemma: abgeschlossene Untergruppen und Stabilitat gegeniiber
deren Idealen.

Seien G eine lineare algebraische Gruppe, H C G eine abgeschlossene Untergruppe
und
I(H) € k[G]

das Ideal der abgeschlossenen Teilmenge H im Koordinatenring k[G]. Wie im zweiten
Teil von 2.3.6 bezeichnen wir mit

rp:G— Autk(k[G])

die Darstellungen von G durch Linkstranslationen A(g) bzw. Rechtstranslationen p(g)
auf k[G]. Dann gilt

H={g€GINg)»IH)=1IH) } ={g €GIp(g)I(H) = I(H) },

d.h. H besteht gerade aus denjenigen Elementen g € G, fur welche die Linkstranslation

(bzw. Rechtstranslation) mit g das Ideal I(H) in sich uiberfuhren.

Beweis.
QED.

12 Ein Element aus dem Durchschnitt hat die Gestalt

= (o ® = d . ® it c. €k und d. EF.
Xx=y > cij (aj (xi) >y i (aj (xi) mi cij un i
i€l j&J i€l jeJ
Weil die o ®a., linear unabhiangig tiber k sind, muf3 d,. = 0 sein fur i € J-I und jEJ. Deshalb ist
] 1 1
= d s (a.®a) € FIGI®V
x=y 3 i ((xj o) &€ FIGI®V
i€l jeJ
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2.3.9 Aufgaben

2.3.9 Aufgabe 1
Seien G eine lineare algebraische Gruppe und X eine affine G-Varietat. Bezeichne

a: GxX — X, (g, X) » g°X,
die Operation von G auf X,

a*: k[X] — k[G] ®kk[X]
der auf den Koordinatenringen durch a induzierte k-Algebra-Homomorphismus und
s:G— Autk k[X], g » s(g),
wie in 2.3.5 die zugehorige Darstellung der abstrakten Gruppe G in k[X] mit

(s(2)(H)(x) := fa(e L x)) = gL +x) fiir g € G und f € k[X].

Dann gibt es eine aufsteigende Folge
Vidicio,..
von endlich-dimensionalen k-linearen Unterraumen Vi von k[X] mit folgenden

Eigenschaften.
(1) Jedes Vi ist G-stabil bezuglich s, und s definiert eine rationale Darstellung s, von

V.
1

Gin Vi (vgl. 2.3.6 A).

i) k[X1=U2, B
Beweis. Zu (i). Weil k[X] als affine k-Algebra endlich erzeugt ist, gibt es eine
abzihlbare k-Vektorraum-Basis von k[X] (die zum Beispiel aus gewissen
Potenzprodukten eines endlichen Erzeugendensystems der k-Algebra k[X] besteht),
sagen wir

o)

k[X]= 3 kev. .

=
Nach 2.3.6.A (i) gibt es fur i = 1,2,3, ... einen endlich-dimensionalen k-linearen
Unterraum Vi von K[ X] mit (V0 :=0 und)

i
D k-vj + Vi-l C Vi und s(g)(Vi) C Vi fur jedes g € G.
j=1

Nach Konstruktion ist die Folge der Vi aufsteigend.

Wegen s(g)(Vi) C Vi fur jedes g € G ist

sVi: G—GL(V). g » sl Vi’
nach 2.3.6 A (ii) eine rationale Darstellung.
Zu (i1). Nach Wahl der Vj und der Raume Vi gilt

.
o0 00]
kX1 = U2, j;lkovj C U, V. Ckixl,
also

k[X] = Uiojl V..

QED.
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2.3.9 Aufgabe 2
Seien G eine lineare algebraische Gruppe und X eine affine G-Varietat. Dann gibt es

einen Isomorphismus
0 X — Y Al
mit einer abgeschlossenen Teilvarietit eines A™ und eine rationale Darstellung
rG— GLn
mit
0(gex) = 1(g)*d(x)

fur beliebige g € G und x € X.

Hinweis: man passe den Beweis von 2.3.7 (i) an die vorliegende Situation an.
Beweis. Wir schreiben die Operation a von G auf X als Multiplikation,

aGxX—G, (g x) B gx.
Als affine k-Algebra ist k[X] endlich erzeugt. Nach 2.3.6 (i) liegen je endlich viele
Erzeuger in einen stabilen endlich-dimensionalen k-linearen Unterraum von Kk[X]
beziiglich der durch a definierten Operation

:G — Aty (XD C GLKIX]). g > s(g).
mit
(s(2)D(x) = f(a(e™l x)) fur g € G, fEK[X] und x € X
(vgl. 2.3.6 A (i)). Eine Basis dieses Unterraums ist ebenfalls ein Erzeugendensystem
der k-Algebra k[X]. Damit hat k[X] die Gestalt
k[X] = k[fl""’ fn],
wobel die fi die Basis eines k-linearen Unteraums

V= k-f1+...+ k-fn , dimk V =n,
von k[X] bilden mit

s(g)(V) C V fur jedes g €G.

Weil die fi die k-Algebra k[X] erzeugen, ist die regulare Abbildung

f,(P)
»X — k' pr . ,
f .
nach Bemerkung 1.3.1 (iii) injektiv und hat als Bild eine algebraische Varietat
Y = ¢(X).
Bezeichne
P:X—Y

den Morphismus ¢ aufgefalit als Abbildung mit Werten in Y. Dies ist eine bijektive
reguldre Abbildung. Aus dem kommutativen Diagramm

X

w| N\
i

Y o AP

reguldrer Abbildungen erhalten wir ein kommmutatives Diagramm von k-Algebra-
Homomorphismen
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K[X]
pr] R

i
k[Y] < k[AT

Weil  surjektiv ist, ist * injektiv.
Ist X, € k[ Y] die Projektion auf die i-te Koordinate, so gilt

P*(x)) =x.00 =1,
d.h. die Erzeuger fi der k-Algebra k[X] liegen im Bild des k-Algebra-

Homomorphismus ¢*. Deshalb ist ¢* ist surjektiv. Mit ¢* muf3 auch die Injektion y*

surjektiv sein, d.h. y* ist bijektiv, also ein Isomorphismus. Dann ist aber auch { ein
Isomorphismus von affinen algebraischen Varietaten (das folgt auch aus dem ersten Teil
des Beweises von 1.3.1 (iii)):

P: X i) Y.
Weil der Vektorraum V stabil ist unter der Operation von G besteht nach 2.3.6 (ii) die
Inklusion a*(V) C k[G]® V. Insbesondere ist

(s(2)f.)(x) = ixglm-zr%gg )®L(x) mit m;; € KIG],
J=1
also

s(f; = Em (g )f (1)
ji
J=1
Weil die f. linear unabhangig sind uiber k, sind die Funktionen mi.:G—>k durch diese

Relation eindeutig bestimmt. Nach Bemerkung 2.3.5 (i) gilt s(e) = Id und (1) bekommt
fur diesen Fall die Gestalt
n
fi => mji(e)-fj.

=1
Deshalb gilt

mij(e) = 6ij furij=1,...n. 2)
Weil die mij in k[G] liegen, ist die Abbildung

2
rG—M =AY gp (m, (g))IJ 1.
ein Morphismus affiner algebraischer Varietiten." Nach Bemerkung 2.3.5 (1) gilt

s(g’+g”) = s(g’)es(g”) fur beliebige g’, g” € G.
Zusammen mit (1) folgt

Emgg%ﬂf =s((g g O,
=1

" Die Zusammensetzungen der reguldren Funktionen m,, mit der reguliren Abbildung
1)
G—G,xp x_l,

sind reguldre Abbildungen.
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»-1, g l)fi
= s(g”‘lxs(g"l)fi)

=s(g

n
=s@"hH( Im_(@)f) (nach (1))

o=1

n
=3 mai(g’)-s(g”'l)(fa) (s(g) ist linear nach Bem. 2.3.5(ii))

oc—l
| n
}‘, m (g ) 3 JOL(g”) f.)  (nach (1))
a=1 j=1
E ( E m o (&) m (7)) f
=l a=1
Damit sind zwei Linearkombinationen der Basis-Elemente fJ von V gleich. Es folgt
n . .
mji(g )= > mja(g )-mai(g ) furi,j=1,..,n
a=1
also
m  (g+g”)... m (g+g")
r(g’-g”)T =
m  (g+g”)... m (g*g")
m () ... m (gM)y\ /m (g)..m (g)
m (g)...m (g7 [l m (). m (g)
= r(g”)Tor(g’)T (Matrizen-Multiplikation)
also
r(g’.g”) - r(g’).r(g”)

Speziell fur g” = g"l erhalten wir
w(g)rg™)  =r(e)

Wegen (2) steht rechts die Einheitsmatirx, d.h. die Matrizen der Gestalt r(g) sind
umkehrbar. Wir konnen r als regulare Abbildung affiner algebraischer Varietaten

r.G— GL ,g|->(m (g))1J 1.,

auffassen, und - wie wir gerade gesehen haben - ist r auch ein Homomorphismus von
Gruppen. Zusammen also eine rationale Darstellung.

Weiter gilt nach (1)

n
f(20) = jglmﬁ(g»fj(x), 3)
alsofurge Gund x € X
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f,(gx)
o(gx) = . (nach Definition von ¢)
£ (ex)
m (g ... m  (g\ /&
= of ... (nach (3))
m, (g...m (g [1f &
=r1(g)*dp(x). (nach Definition von r und ¢)

QED.
2.4 Jordan-Zerlegung

2.4.1 Halbeinfache, nilpotente und unipotente Endomorphismen
Wir beginnen damit, an einige Ergebnisse der linearen Algebra zu erinnern. Sei

ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Ein linearer Endomorphismus
aV—oV
von V heif3t halbeinfach, wenn V eine Basis besitzt, welche aus Eigenvektoren von a
besteht. Der Endomorphismus heif3t nilpotent, wenn eine Potenz identisch O auf V ist,
as=0
fur eine naturliche Zahl s, und er heift unipotent, wenn a - 1 nilpotent ist. Die Algebra

der k-linearen Endomorphismen von V wird mit
End(V) := Endk(V)

bezeichnet.

Bemerkungen

(1)  Ein linearer Endomorphismus a: V — V ist genau dann halbeinfach, wenn es
eine Basis von V gibt, bezuglich welcher die die Matrix von a Diagonalgestalt
besitzt.

(i)  Ist die Charakteristik p des Grundkorpers positiv,

Char(k) =p >0,

so sind fur einen k-linearen Endomorphismus a: V— V die beiden folgenden
Bedingungen dquivalent.
(a) a ist unipotent.

S
(b) Es gibt eine natuirliche Zahl s mit al =1.
(i) Die Einheitengruppe der k-Algebra End(V) ist gerade GL(V). Durch die Wahl
einer Basis el,...,en des k-Vektorraums V kann man End(V) mit der Algebra
M
n
der nxn-Matrizen mit Eintragen aus k identifizieren und GL(V) mit GLn.

Beweis von (ii). (a) = (b). Nach Voraussetzung gibt es eine natuirliche Zahl s mt
(a-1)% =0.

t
Wir wihlen eine naturliche Zahl t mit s < pt und multiplizieren mit (a-1)P ~S. Wir
erhalten

t
(a-1P =0.
Weil die Charakteristik von k gleich p >0 ist, gilt
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p ) .
@P= 3 PPyl =1taP -1
=0
also

t t
0=(a-1)P =aP -1,
also

t
aP =1.
t
(b) = (a). Aus aP =1 folgt

t t
0=aP - 1=(a-1P,
d.h. a-1 ist nilpotent, also a unipotent.
QED.

2.4.2 Lemma: Mengen von kommutierenden Matrizen

24.2 A Der Fall von algebraisch abgeschlossenen Grundkérpern

Sei S C Mn eine Menge von Matrizen, von denen je zwel miteinander kommutieren.

Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1) Esgibteinx € GLn mit der Eigenschaft, dafl xSx™1 aus oberen Dreiecksmatrizen
besteht.

(i)  Sind alle Matrizen von S halbeinfach, dann gibt es ein x € GLn derart, daf} XSX'1
aus Diagonal-Matrizen besteht.

(iii) Fur jede Teilmenge T C S aus halbeinfachen Matrizen gibt es ein x € GLn mit

xSx71 C TIl und xTx 1 C Dn

Beweis. Die Aussagen ergibt sich als der Spezialfall F = k aus der nachfolgenden,
denn die Eigenwerte jeder Matrix aus Mn liegen im algebraisch abgeschlossenen Korper

k.
QED.
2.4.2 B Der Fall von beliebigen Grundkérpern
Seien F C k ein Teilkorper und
SC Mn(F)
eine Menge von nxn-Matrizen mit Eintragen aus F mit
1. AsB =B-A fur je zwei A, B €S.

2. Fur jedes A € S liegen alle Eigenwerte von A in F (d.h. das charakteristische

Polynom von A zerfallt iiber F in lineare Faktoren).
Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Esgibteinx € GLIl mit der Eigenschaft, dafl xSx~
besteht.
(i)  Sind alle Matrizen von S halbeinfach, dann gibt es ein x € GLn derart, daBl xSx~

1 aus oberen Dreiecksmatrizen

1

aus Diagonal-Matrizen besteht.

" Dies gilt auch im Fall der geraden Primzahl p = 2, denn in der Charakteristik 2 gilt -1 = +1.
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(iii) Fur jede Teilmenge T C S aus halbeinfachen Matrizen gibt es ein x € GLn mit
xSx 1 C T _(F) und xTx 1 C D (F).

Dabei bezeichne Tn(F) die Menge der oberen nxn-Dreiecksmarrizen mit Eintragen aus F

und Dn(F) die Menge der nxn-Diagonalmatrizen mit Eintrdgen aus F.

Beweis. Die ersten beiden Aussage sind Spezialfalle der dritten (mit T = & bzw. T =
S). Es reich also, die dritte Aussage zu beweisen. Der Beweis vereinfacht sich, wenn
man sie in einer koordinaten-invarianten Weise formuliert.

(iii’) Seien V ein endlich-dimensionaler F-Vektorraum und S C EndF(V) eine Menge
von F-linearen Endomorpismen mit
1. acb = bea fur je zwei a,b € S.
2. Fur jedes a € S zerfallt das charakteristische Polynom
Xa(T) :=det (Teld - a)
von a uber dem Korper F in lineare Faktoren.

Dann gibt es fur jede Teilmenge T C S von halbeinfachen Enddomorphismen
eine Zerlegung von V in eine direkte Summe von eindimensionalen F-linearen

Unterraumen,

V=V . ®..®V._.

1 n
mit
a(Vi) C Vi fur jedes i und jedesa €T
und
a(Wi) C Wi fur jedes i und jedes a € S.

Dabei sei

W.=V_ +..+V.
1 1 1

1. Schritt. Seien a: V — V ein F-linearer Endomorphismus, fur welchen es eine Basis
von V gibt, die aus Eigenvektoren von a besteht. Dann gibt es fur jeden F-linearen
Unterraum

wCvV
ebenfalls eine Basis, die aus Eigenvektoren a besteht.
Zum Beweis reicht es zu zeigen, das W von Eigenvektoren von a erzeugt wird. Sei

wCwW
der F-lineare Unterraum, welcher von den Eigenvektoren von a erzeugt, die in W
liegen. Wir haben zu zeigen, es gilt W’ = W. Angenommen, dies ist nicht der Fall.
Dann gibt es ein
wEW-W (1)
Nach Voraussetzung wird V von Eigenvektoren von a erzeugt. Deshalb ist w eine
Summe von Eigenvektoren von a, sagen wir

W=V +..4v_mitv. € Vund a(v.) = A.v. mit A.EF. 2)
1 r 1 1 11 1

Wir kénnen annehmen, w und die vi sind so gewahlt, dal die Anzahl r der Summanden
unter allen mogliche Wahlen von w und den Vi minimal ist,

r minimal.
Dann gilt:
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a)  Ist kein Eigenvektor von a (sonst wiirde w € W’ gelten im Widerspruch zu (1)).
b) Die )»i sind paarweise verschieden und ungleich Null (sonst konnte man rechts

einen Summanden weglassen bzw. zwei der Summanden zu einem
zusammenfassen und so r verkleinern)
¢) Keines der \A liegt in W (sonst konnte man ein \A auf die andere Seite bringen und

so r verkleinern).

d)  Die Restklassen der Ve Vo in W/W’ sind F-linear unabhéangig. (Andernfalls

ware eines der Vi modulo W’ eine Linearkombination der uibrigen, sagen wir

V =C, V. +..+Ccev +w mitc. EFund w € W’.
r 11 r r 1

Es folgte

w-w’ = (1+Cl)V1+...+(1+Cr_1)V :

und w-w’ € W-W’,
r-1

d.h. erneut konnte man r verkleinern.
Wir wenden a auf die Identitét (2) and und erhalten

a(w) = 7\.1'V1+...+ Krovr.

Weil w kein Eigenvektor von a ist, gilt a(w) # Kr-w und
0 #Z a(w) - Xrow = (7»1- Kr)-vl+...+ O\'r—l- )\'r).vr—l'

Auf Grund der Minimalitat von r ist a(w) - kr-w Summe von Eigenvektoren von a,

welche in W liegen. Die Summe auf der rechten Seite liegt also in W’. Das steht aber im
Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit der v, modulo W’ (wegen b). Der

Widerspruch zeigt, W wird von Eigenvektoren von a erzeugt, welche in W liegen.

2. Schritt. Beweis von (iii’).
Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach

n:= d1mF V.

Induktionsanfang: n = 1.
Mit Vn =V ist

V=V
n
eine Zerlegung in eine direkte Summe der geforderten Gestalt. Trivialerweise gilt
a(0) C aund a(V) C V fir jedes a € EndF(V)

Induktionsschritt: n > 1.
Wir haben drei Falle zu unterscheiden.

1. Fall: Jedes Element der Menge S hat die Gestalt A+Id: V — V mit AEF.

Die Aussage des Satzes ist trivial, denn jede Zerlegung von V in eine direkte Summe
von 1-dimensionalen F-Vektorraume hat die geforderten Eigenschaften (weil die

Vielfachen der identischen Abbildung Id: V — V jeden linearen Unteraum in sich
abbilden.

2. Fall: T ist die leere Menge oder besteht nur aus Abbildungen der Gestalt
Aeld: V — V mit AEF,

aber es gibt ein a, € S, welches nicht die Gestalt A+Id: V — V mit AEF hat.
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Nach Voraussetzung hat das charakteristische Polynom det (TeId - aO) vona, eine

Nullstelle in F, sagen wir

det (XO-Id - aO) = 0 mit 7\0 e F.

Dann ist der Eigenraum von a, zum Eigenwert 7\0 von Null verschieden

0#W:= KerOxO-Id - ao) C.

Man beachte W ist ein echter Unterraum, denn andernfalls wiare a . ein Vielfaches der

0
identischen Abbildung. Damit gilt
dimF W < nund dimF V/W <n. (3)
Fur jedes a € S gilt nach Voraussetzung acay = a,°a. Mit w € W ist deshalb

(kO-Id - aO)(a(w)) = (?\O-a - aooa)(w)
= (Xo-a - aoao)(w)

= (a° (AyId - ag))(w)

=a(0)
=0
Wir haben gezeigt,

a(W) C W fur jedes a € S.
Die Elemente von aES induzieren F-lineare Endomorphismen
aIW S EndF(W) und a € EndF(V/W).

Wir setzen
S’ ::{aIWIaES},S” = {EIaES}

T :={aly, la €T} T" ={ala€Z}

Die Elemente von S’ und S” kommutieren und fur a € S ist das charakteristische
Polynom von a,
%, (D) =%, (D x(T),
W a

gerade das Produkt der charakteristischen Polynome von aIW und a. Weil die linke

Seite Uiber F in Linearfaktoren, gilt dasselbe auch fur die beiden Faktoren auf der
rechten Seite. Wegen T C S gilt

T"CSund T C S
Fur jedes a € T wird V von Eigenvektoren von a erzeugt. Der Faktorraum V/W wird

deshalb von Eigenvektoren von a erzeugt. Nach dem ersten Schritt wird auch W von
Eigenvektoren von aIW erzeugt. Wegen (3) konnen wir die Induktionsvorausetzung auf

die Mengen S’ und T” bzw. S” und T anwenden.
Die Vektorraume W und V/W zerfallen in direkte Summen
W=V ®.®V ,undV/IW=V , ®..®V
1 n n’+1 n
mit
a(W.) C W, bzw. E(v_vi) C v_vi

Dabei seien
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+.4V.bzw. W. =V | +.+V
1 1 n+

WwW.=V )
1 1 1

1

(furi=0,...n" und a € S bzw. furi = n’+1,...,n).

Sei p: V— V/W die naturliche Abbildung auf den Faktorraum. Wir setzen
Wi = p'l(Wi) furi=n’+1, ..., n.

Die Urbilder der a-stabilen Unterriume V_Vi sind a-stabil,

a(Wi) C Wi furi=n’+1,...,n

und enthalten W = Wn" Insbesondere ist
W, W,
n n’+1

und

dunF Wn’+1 - d1mF Wn’ = d1rnF Wn’+1 - dlmF w

= d1mF Wn’+l/w

=dimp W,

=dim
=1
AuBlerdem gilt furi=n’+1, ... , n-1:

dlmF Wi+1 - dlmF Wi = dlmF(WiHNv ) - dlmF(Wi/W )

F Vn’+1

= dlmF(Wi+ 1) - dlmF(Wi)
= dlmF(V 1+"'+Vi+1) - dlmF(V1+"'+Vi)

=dimg Vi
-1

Wir konnen einen 1-dimensionalen F-linearen Unterraum Vi+1 wahlen mit
W. . =W.+V.

i+1 1 i+1
Diese Identitit besteht trivialerweise auch furi=0, ..., n’-1 (nach Definition der Wi)’

furi=n’, ..., n-1.

wobei die Summe ebenfalls direkt ist. Es folgt

W.=W.+V. +V. +..+V.
] 1 1+1 1+1 ]

fur beliebige 1 und j miti < j (und W, :=0). Dabei ist auch hier die Summe direkt.

0
Insbesondere erhalten wir Zerlegungen in direkte Summen
Wj = Vl+...+Vj furj = 1,...,n.
Nach Konstruktion ist
a(Wj) C Wj furj=1,.,nund a € S.

Weil alle Elemente von T Vielfache der identischen Abbildung sind, gilt trivialerweise
auch

a(VJ.) C Vj furj=1,..,nunda €T.
3. Fall: Es gibt ein ao € T, welches nicht die Gestalt AeId: V — V mit AEF hat.

Nach Voraussetzung sind die Elemente von T halbeinfache Endomorphismen. Also
zerfallt V in eine direkte Summe von Eingenraumen von a_,, sagen wir

V=W &..®W
1 r
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mit
Wi = Ker()\i-ld - aO) # 0 und )»i e F.

Der Fall r = 1 kann nicht eintreten, denn dann ware aO ein Vielfaches der identischen

Abbildung. Deshalb hat jedes Wi eine Dimension < n. Wir konnen also die

Induktionsvorauasetzung auf die Mengen
Ti = {alWi laE T} und Si = {alWi laE S}

anwenden und erhalten Zerlegungen in direkte Summen eindimensionaler F-linearer
Unterraume

Ww.=V ®..eV
1 n.  +1 n.
. 1-1 1
m1t0=n0<n1 <...<nrund
a(Vj) - Vj fur jedes a € T und jedes j
und

a(Vv ®.eV ) )CV @..6V
ni_1+1 v ni_1+1 v

fur jedesa € S, jedesiundv=1, ..., n.. Damit gilt aber auch
a(Vl@...G-)Vj) C V1®"'®Vj furj=1,..,n.

3. Schritt. Beweis der Behauptung.
Nach dem zweiten Schritt gilt Aussage (iii’). Es reicht also zu zeigen, aus (iii’) folgt (iii)
(denn mit (iii) gelten - wie schon erwédhnt auch die Aussagen (i) und (ii)).

Wir wenden (iii’) mit V = k™ an und identifizieren jede Matrix A€ S C Mn(F) mit dem
zugehorigen F-linearen Endomorphismus

K" — k" x p Ax.

Dann sind die Bedingungen von (iii’) erfullt. Wir betrachten die nach (iii’) existierende
Zerlegung

V=V. ®.®V.
1 n

von V in eine direkte Summe von 1-dimensionalen F-linearen Unterraumen Vi mit

a(Vi) - Vi fur jedes i und jedesa €T
und

a(Wi) C Wi fur jedes i und jedes a € S.

Wir wihlen Vektoren Vi € V mit

Vi = F-Vi furi=1,...,n.
dann gilt fur jedes i

Wi = F-V1 + ...+ F'Vi
und die Vi bilden dann eine Basis von V. Deshalb gibt es einen F-linearen
Endomorphismus
x:V—YV

(d.h. eine Matrix x € Mn(F)), welcher fur jedes i den Vektor \A in den i-ten Standard-

Einheitsvektor ei uberfuhrt,
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X(Vi) = ei furi=1,...,n.

Fir a € S gilt a(Wi) C Wi’ also A(Vi) C Fev +...+F-Vi , also

1

1+...+F-vi) = F-e1+...+F-ei.

Da dies fur jedes i gilt, ist xeasx"! eine obere Dreiecksmatrix, d.h. es gilt
x+Sex 1 C Tn

(xoa-x'l)-ei = x-a°Vi € x¢(Fev

Fura € T gilt a(Vi) C Vi’ also a(vi) =cpev; mit ¢, E€F, also

-1
X*a*X ). = X*a*V. = X*(C.*V.) =C.*€. .
( ) 1 1 ( 1 1) 11

Da dies fur jedes i gilt, ist xeasx 1

eine Diagonalmatrix, d.h. es gilt
x+Sex”] C Dn

QED.

2.4.3 Lemma: Operationen mit halbeinfachen, nilpotenten und
unipotenten Endomorphismen

Seien V und W endlich-dimensionale k-Vektorraume. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

(1) Seien a, b: V— V zwei kommutierende k-lineare Endomorphismen,

acb = bea.
Sind a und b halbeinfach (bzw. nilpotent bzw. unipotent), so gilt dasselbe auch
fur
acb: V— V.

(1) Seiena: V— Vund b: W — W zwei k-lineare Endomorphismen.
Sind a und b halbeinfach (bzw. nilpotent bzw. unipotent), so gilt dasselbe auch
fur
a®b: VOW — VAW und a®b: VOW — VROW.
(iii) Seien a: V— V und b: W — W zwei k-lineare Endomorphismen.
Sind a unb b halbeinfach (bzw. nilpotent), so gilt dasselbe auch fur

a®1 + 1®b: VRW — VROW.

Beweis. Zu (i) Wir wiahlen eine Basis von V und identifizieren a und b mit den
Matrizen zu dieser Basis.
1. Fall: a und b sind halbeinfach.

Nach 2.4.2 (i1) gibt es eine Matrix x fur welche xax1 und xbx"! Diagonalgestalt haben.
Das Produk von Diagonal-Matrizen ist eine Diagonal-Matrix. Insbesondere ist

xax Lexbx ! = xabx™!
eine Diagonal-Matrix, d.h. ab ist halbeinfach.
2. Fall: a und b sind nilpotent.
Nach Voraussetzung gilt
a™=0=b"

Weil a und b kommutieren, folgt
(ab)™ = aMep™ = 0.b™ = 0.
3. Fall: a und b unipotent.
Nach Voraussetzung gibt es naturliche Zahlen m und n mit
(a-DHM =0 und (b-H™ = 0.
Es gilt
a(b-1)+ (a-1)=ab-a+a-1=ab-1.
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Weil a und b kommutieren, folgt

(ab- D™ = (a(b-1) + (a-1) )™
m+n . . .
= 3 (el o)l nm

i=0
Es reicht zu zeigen, jeder Summand unter dem Summenzeichen ist 0. Dazu reicht es zu
zeigen, daB fur jedes i einer der Faktoren gleich O ist. .
Firi = nist (b-1)' = 0. Far i < n, d.h. m+n-i > m+n-n = m ist (a-1)™* 71 = 0.
Zu (ii). 1. Fall: a und b sind halbeinfach.
Nach Voraussetzung konnen wir Basen

V,,..., vV €Vundw,,..,w EW
1 m 1 n
von V bzw. W so wiahlen, dal} gilt
a(v.)=c.ov. mitc. Ek und b(w.) = d.w. mit d. Ek.
1 11 1 ] ] ]
Die Vektoren

(VI,O), e (Vm,O), (O,Wl), s (0,wn) e Voew

bilden eine Basis von VW mit
(a@b)(Vi ,0)= (a(Vi), b(0)) = (Ci'vi’ 0) = Ci'(Vi,O)
(a®b)(0, Wj) = (a(O),b(Wj)) = (O,dj°Wj) = di°(0’ w.)

J
Die (Vi, 0) und (O, Wj) bilden eine Eigenbasis, d.h. a®Db ist halbeinfach.

Weiter bilden die Vi®wj eine Basis von V®OW, und es gilt
(a®b)(vi®wj) = a(vi)®b(wj) = (civi)®(djowj) = Cidj(vi®wj)
d.h. die Vi®wj bilden eine Eigenbasis, d.h. a®b ist halbeinfach.
2. Fall: a und b nilpotent.
Fur jede naturliche Zahl n gilt
@®b=a"®bp"
Nach Voraussetzung konnen wir n so groB wihlen, daB a” und b" gleich 0 werden,
dann ist aber (a®b) ™ = 0.
Weiter gilt
(a®b)™ = a"®@b",
d.h. es ist auch (a®b)™ = 0 fur groBe n.
3. Fall: a und b unipotent.
Firx€Vundy €W gilt
@®@1 - 1®1) (x,y) = (ax), y) - (x,y) = (a(x)-x, 0) = (a-DH®0 (x,y),

also
(a®1- 1d1) = (a-1)@0

@®1- 1®1)% = (a-1) 2@0

(a®1- 1®1)" = (a-1)"®0
Mit a ist also auch a®@1 unipotent. Analog sieht man, dafl auch 1®b unipotent ist.
Weiter gilt
@@D(A®b) (x)y)) = @DI)(x, b(y))
= (a(x), b(y))
= (I®b)(a(x), y)
= (1@b)(a®D)(x,y)).
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Die unipotenten Abbildungen a®1 und 1®b kommutieren. Nach (i) ist auch die
Zusammensetzung

a®b = (a®1)°(1®b)
unipotent.

Betrachten wir das Tensorprodukt von a und b. Fur x € V und yeEW gilt
(a®1 - I®)H(x®y) = a(x)®y - x®y = (a-1)®1 (x®y),

also
(a®1- 1®1) = (a-1)®1

also fur jede naturliche Zahl n auch
(@a®1- 1) = (a-1)'®1

Die rechte Seite wird O fur grof3e n, d.h.

a®1 ist unipotent.
Analog ergibt sich, daf auch

1®Db unipotent
ist. Die beiden Abbildung kommutieren. Nach (i) ist auch die Zusammensetzung

(a®1)°(1®b) = a®b
unipotent.
Zu (iii). 1. Fall: a und b halbeinfach.
Nach Voraussetzung konnen wir Basen

V,,...,v &€Vundw,, .., w €W
1 m 1 n

von V bzw. W so wihlen, daf} gilt

a(Vi) =cev mit c € k und b(wj) = dj-wj mit dj e k.
Die Tensorprodukte Vi®Wj bilden eine Basis von V®W, und es gilt
(a®1 + 1®b)(vi®wj) = a(Vi)®Wj + Vi®b(wj)
=(c.+d.)s v.®w.,
Ly 1 ]
d.h. die Vi®wj bilden eine Eigenbasis fur a®1 + 1®b, d.h.
a®1 + 1®b

ist halbeinfach.

2. Fall: a und b nilpotent.
Fur jede naturliche Zahl n gilt

@a®D)" = a"®1 und (1®b)! = 1@,

Mit a und b sind auch a®1 und 1®b nilpotent. Wir konnen n grofl wahlen, dall
(@®1D)" =0 und (1®b)* =0

gilt. Weil a®1 und 1®b kommutieren, folgt

2n 2 . .
@®1 +10b)*" = 3 ( in) @®1) lo(1®b)201
i=0
2n 2 . .
=3 () @enaen™
i=0
Es reicht zu zeigen, jeder Summand unter dem Summenzeichen rechts ist Null.

Fiiri = nist a'®1 = 0®1 gleich Null. Fur i < n ist 2n-i > 2n-n = n, also

1®b2M1 = 1®0 =0
QED.
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2.4.4 Proposition: die additive Jordan-Zerlegung

Seien V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und a € End(V). Dann gelten die
folgenden Aussagen.

(1)  Es gibt eindeutig bestimmte Endomorphismen a.a € End(V) mit folgenden

Eigenschaften.
1. a ist halbeinfach und a ist nilpotent.

2.a= a +a (additive Jordan-Zerlegung von a).

3.aca =a °ca.
S n n s

(i) Es gibt (von a abhédngige) Polynome P, Q € k[x] in einer Unbestimmten x ohne

Absolutglied mit
a = P(a) und a = Q(a)

fur jedes x € End(V).

(iii) Sei W C V eine a-stabiler k-linearer Unterraum von V. Dann ist W auch stabil

unter asund an und

aIW = aSIW + anlW

ist die additve Jordan-Zerlegung der Einschrankung von a auf W.

Seien E, Esund En die durch a, asbzw. an induzierten k-linearen Abbildungen auf

dem Faktorraum V = V/W. Dann ist

a=a +a
S n

die additive Jordan-Zerlegung von a.

(iv) Seien ¢: V — W eine k-lineare Abbildung von endlich-dimensionalen k-

Vektorraumen und b € End(W) mit
dea = bog.

Dann gilt auch
q)oas = bS°¢ und q)oan = bnoq).
Bemerkungen

(i)  Wir nennen aS und a den halbeinfachen (bzw. nilpotenten) Teil von a € End(V).

(i) Weil a und a kommutieren, gibt es eine Vektorraumbasis von V, bezuglich der

die Matrizen a und a obere Dreiecksmatrizen sind (vgl. 2.4.2 (i)). Weil a

nilpotent ist, mussen dann alle Eintrage auf der Hauptdiagonalen der Matrix von
a gleich Null sein, d.h. die Matrizen a und a haben dieselben Eintrage auf der

Hauptdiagonalen. Insbesondere gilt
det(a) = det(aS) und det(an) =0.

Beweis von 2.4.4. Zu (i) und (ii) (mit Ausnahme der Eindeutigkeitsaussage). Seien
r

¥ (x) :=det (xe1-2a)= n (X - }\“)ni
) i=1 !

das charakteristische Polynom von a und dessen Zerlegung in ein Produkt von

paarweise teilerfremden linearen Faktoren und
V= Vi @..P Vr

die Hauptraumzerlegung von V, wobel
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0j
Vi :=Ker (a- ki-l)

den Hauptraum zum Eigenwert ki bezeichne. Die Vi sind von O verschiedene a-stabile

n
lineare Unterraume von V (weil a mit a - )\iol kommutiert). Weil die Polynome (x - Ki) !

paarweise teilerfremd sind, gibt es nach dem Chinesischen Restesatz ein Polynom
P(x) € k[x]
mit
na
P(x) = A, mod (x - 1) Yfuri=1,..r (1)
Falls alle Xi von Null verschieden sind, kann man P auBBerdem noch so wahlen, daf3

auch
P(x) = 0 mod x. )
gilt. Das ist aber auch dann der Fall, wenn eines der )»i gleich O ist, denn die zugehorige

Kongruenz von (1) folgt dann aus (2)1.

Wir setzen
a :=P(a).
S
1. Schritt. Die Einschrankung von a auf Vi ist gerade die skalare Multiplikation mit )»i
(furi=1, ..., r).
Nach (1) gibt es ein Polynom Pi(x) € k[x] mit

P(x) = b + P.(0) (x - xi)ni.
Wir ersetzen die Unbestimmte x durch a und gehen zur Einschrankung auf
V. =Ker((a- A1) )
uber. Der zweite Summand wird dabei gleich Null. Deshalb gilt
aSIVi = P(a)IV‘ = )\i-l

\'A
i

2. Schritt. a hat dieselben Eigenwerte wie a.
Sei A = Xi ein Eigenwert von a und

W(L) :=Ker(a- A1)
der zugehorige Eigenraum von a. Wegen

W(\) :=Ker(a - A1) C Ker((a - Xiol)ni) = Vi

und dem ersten Schritt ist dann

a IW(K) = N”W(k)
Damit gilt

W) & W, 3)
wenn wir den Eigenraum von a_zum Eigenwert A mit

WS(X) = Ker(Ae l—as)

bezeichnen. Insbesondere ist jeder Eigenwert von a auch ein Eigenwert von a.
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Sei jetzt umgekehrt u ein Eigenwert von a. Wegen a = P(a) kommutieren a und a
miteinander. Fur w € WS(M) gilt deshalb
a_(a(w)) = a(a (w)) = a(u=w) = pea(w).
Damit ist a(w) ein Eigenvektor von a_zum Eigenwert u, d.h. a(w) € WS(pL). Weil dies
fur jedes w € W(w) der Fall ist, gilt a(WS(u)) C Ws(u). Der Raum
WS(M) ist a-stabil.
Weil k algebraisch abgeschlossen ist, besitzt a einen Eigenvektor in WS(pL), sagen wir
0=we WS (w) ﬂW(?»i).

Wegen (3) gilt dann auch
0= weW (MW (),

also ist u = }\i auch ein Eigenwert von a.

3. Schritt. Es gelten (i) und (i1).
Wir setzen

Qx) :=x-PX)

an=Q(a)=a—P(a)=a—aS

und

Dann gilt (i1). Man beachte wegen (1) ist das Absolutglied von P(x) gleich Null - und
damit auch das von Q.

Nach dem zweiten Schritt ist Vi der Eigenraum von a_ zum Eigenwert Xi. Weil V die
direkte Summe der Vi ist, besitzt V eine Basis aus Eigenvektoren von aS, d.h.
aS ist halbeinfach.

Nach Definition von Vi ist die Jordansche Normalform von aIV eine obere
i

Dreiecksmatrix, deren Eintrage auf der Hauptdiagonalen alle gleich ki sind. Dehalb ist

aIV‘ - )Li.lV. =(a- as)IV. (nach dem ersten Schritt)

i i i
=al
n Vi
ist nilpotent. Weil dies fur jedes i der Fall ist, ist auch
a nilpotent.
Nach Definition von a gilt
a=a +a_.
S n
Als Polynome in a kommutieren a_= P(a) und a = Q(a) miteinander,
aca =a °ca.
s n n s
Zur Eindeutigkeitsaussage von (i).

Sei eine weitere additive Jordan-Zerlegung
a= bS + bn

von a gegeben, d.h. bS soll halbeinfach und bn nilpotent sein, und die beiden

Endomorphismen von V sollen miteinander kommutieren,
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bob =b ob .
s n n s
Wir haben zu zeigen,
b =a undb =a .
S S n n
Weil bs und bn miteinander kommutieren, kommutieren sie auch mit a:
asb =(b +b )b
S s n s

—b>+b b
n s

S
2
= bS
=b+(b_+b )

+b b
S n

=b ea
S
und
asb =(b +b )b
n s n n

2
n

2
= bn-bS +b,

=b + (b +b)

=b b +b
S n

=b ea.
n

Weil bS und bn mit a kommutieren, kommutieren sie auch mit aS =P(a) und an = Q(a).
Wegena +a =a=b +b_gilt

S n S n

a -b =b -a.

s s n n
Weil as und bS kommutieren, ist auch aS - bS halbeinfach. Weil bn und an
kommutieren, ist auch bn -a nilpotent. Damit ist der halbeinfache Endomorphismus

auf der linken Seite nilpotent. Alle Eigenwerte muissen gleich O sein. Es folgt

a-b =0

S s
also auch

b -a =0,

n n
d.h. es ist

b =b undb =a .
S S n n

Zu (iii). 1 .Schritt. Xa(x) =Xy (X)'XE(X).
w

Wir betrachten das kommutative Diagramm von k-linearean Abbildungen mit exakten
Zeilen.

— W — vV 2 vw—o
lalW la la
0— W — VvV B vw_—o0

Wir wihlen eine Basis von W, sagen wir,
Wl""’ wr EW

und ergianzen diese zu einer Basis von V,
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Wl,..., wr , Vl,...,VS e V.

Weil die W, im Kern der naturlichen Abbildung p: V — V/W auf den Faktorraum
liegen, bilden die
Vi =pv) . i= 1,

ein Erzeugendensystem von V. Wegen
dmV/W=dimV-dmW=r+s-r=s,
bilden sie sogar eine Basis von V/W. Betrachten wir die Matrizen der Abbildungen a,

aIW und a bezuglich der eingefuhrten Basen. Weil W stabil ist beziiglich a, gilt

r
a(wi) =y COLi.WOL mit C(xi ek@d=1,..,r

a=1
Die Matrix M(alw) beziiglich der W ist damit gleich

117" "1Ir
M(alw)= .........
cC,...C
rl T
Weiter ist
r S
a(v.) = d ..w + €, .°V mltd 7 .€ k (j=1,...,s
(J) > o Vo > BB ®Bj @ )
a=1 pP=1

Fur die Matrix M(a) von a bezuiglich der Basis der W, und Vj erhalten wir so

c11 ...clr d11 dls\

M) = 1 S Ye1 s

\O...Oe "'ess)

Im linken oberen Block befindet sich gerade die Matrix M(aIW). Wir brauchen noch

eine geeignete Interpretation des rechten unteren Blocks. Dazu wenden wir die
naturlichen Abbildung p: V. — V/W auf die a(Vj) an. Weil die Yo € W im Kern von p

liegen, erhalten wir

av) = a(p(v)) = plavy)
S
=P 2 egivp)
et
= Ee -p(vB
B=1
S

= 2¢"p
B=1
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Die Matrix der eij ist somit gerade die Matrix von a bezuglich der Basis der v

B
ell" els

M) =] .cooon ...
€, ...¢
sl SS

Zusammen erhalten wir
M(alw) (dij)

M(a) = _J.
0 M(a)

Das charakteristische Polynom von a ist damit gleich

Xel - M(alw) (—dij)

0 xe1 - M(a)
=det (x+1 - M(aly, )) * det (x*1 - M(a))

Xa(X) =det (x1 - M(a)) = det (

=%, ®= ().
alw a
2. Schritt. Die a- und an-Stabilit'élt von W.
Nach Voraussetzung ist W a-stabil. Nach (ii) gilt a_ = P(a) und a = Q(a). Deshalb ist

W auch aS—stabil und an—stabil.

3. Schritt. Die Jordan-Zerlegung von aIW.
Nach dem ersten Schritt ist das charakteristische Polynom von aIW ein Teiler des

charateristischen Polynoms von a. Aus der Definition des Polynoms P durch die

Bedingungen (1) lesen wir ab, dal wir zur Berrechnung von (alw)s aus alw dasselbe

Polynom P benutzen konnen wie fur die Berrechnung von a_aus a. Damit ist
(alw)S = P(aIW) = P(a)IW = (aS)IW

und

(aIW)Il = aIW - (aIW)S = aIW - (aS)IW = (a—aS)IW = (an)lW

4. Schritt. Die Jordan-Zerlegung von a.

Nach dem ersten Schritt ist das charakteristische Polynom von a ein Teiler des
charateristischen Polynoms von a. Aus der Definition des Polynoms P durch die

Bedingungen (1) lesen wir ab, dal wir zur Berrechnung von Es aus a dasselbe

Polynom P benutzen konnen wie fur die Berrechnung von a_ausa. Damit ist
(@), =P()=P@ =a_

Dabei sei Es die durch a auf V/W induzierte Abbildung. Weiter gilt

2) =a-a-aa =1
()n S S n

Dabei soll En die durch a auf V/W induzierte Abbildung bezeichnen.
Zu (iv). Wir betrachten das Diagramm von k-linearen Abbildungen
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i
V — Voew

la . la@b
V 5 Vew
mit
i=(@d, 9): V— VEW, X b (X, ¢(x)).
Es ist kommutativ, denn fur x € V gilt
(a®b)(i(x)) = (a®b)(x, ¢p(x)) (nach Definition von 1)
= (a(x), b(¢(x))) (nach Definition von a@®b)

= (a(x), ¢p(a(x))) (nach Voraussetzung gilt ¢ea = beg)
=1i(a(x)) (nach Definition von 1).
Nach Definition ist i injektiv. Deshalb konnen wir V mit seinem Bild bei i identifizieren
und als linearen Unterraum von V@W betrachten. Die Kommutativitit des Vierecks
bedeutet dann, dieser Unterraum ist stabil bezuglich a®b und die Einschrankung von
a®b ist gerade a.

Betrachten wir die additive Jordan-Zerlegung von a®b:

a®b = (a@b)S + (a@b)n. 4)
Nach (iii) ist

a= (a@b)slV + (a@b)nlV 5)

die Jordan-Zerlegung von a.
1. Schritt. Die Summanden auf der rechten Seite von (4) haben die Gestalt

(a®b) =a @b und (a®b) =a ®b
s s s n n n

Es gilt:
aS@bS ist halbeinfach und an@bn ist nilpotent.

(nach 2.4.3 (ii)) und
a®b=a ®b +a ®b
s s n n
denn furx € Vundy € W ist
(as@bS + an@bn)(x,y) = (aSEBbS)(X,y) + (an@bn)(x,y)
= @00, b (¥) + (@_(),b_(¥)
= @ (x)+a (9,5 () +b_(¥))

= (a(x), b(y))
= (a®b)(x,y).

Nach (1) reicht es zu zeigen, dal3 as®bS und anG—)bn kommutieren. Das ist aber der Fall,

denn furx €EVundy €W gilt
((a @b )o(a ®b )(xy) = (a ®b)(a (X)b_(¥))
=(a(a (x)),b (b (¥))
= (an(aS (x)), bn(bs(y)) (aS und a bzw. bS und bn kommutieren)
= (a_®b )a ()b (¥))
= ((a ®b_)o(a ®b))(x.).
2. Schritt. Beweis der Behauptung.
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Fur jedes x €'V gilt
as(x) = (a@b)slv(x) (weil (5) die Jordan-Zerlegung von a ist)
= (a@b)s(i(x)) (wir identifizieren V mit seinem Bild bei 1)

= (as(-Dbs)(x, ¢(x))  (Definition von i)
= (@ ()b (9(x)))

Dabei haben wir as(x) mit seinem Bild bei i identifiziert, d.h. genauer bedeutet diese
Identitat,
i(as(x)) = (as(x),bs(q)(x))) fur jedes x €V,
d.h.
(a (%), §(a () = (a ()b (G(x))).
Insbesondere ist also
q)(as(x)) = bs(q)(x)) fur jedes x €'V,
d.h.
q)oas = bsoq).
Damit besteht die erste behauptete Identiat. Die analgoge Rechnung mit a anstelle von

a fuhrt zur zweiten: fur jedes x € V gilt
an(x) = (a@b)nlv(x) (weil (5) die Jordan-Zerlegung von a ist)
= (a@b)n(i(x)) (wir identifizieren V mit seinem Bild bei 1)
= (an®bn)(x, ¢(x))  (Definition von i)
= (a (x)b_(6(x)))

Dabei haben wir an(x) mit seinem Bild bei i identifiziert, d.h. genauer bedeutet diese
Identitat,
i(an(x)) = (an(x),bn(q)(x))) fur jedes x €'V,
d.h.
(a (9, 9(a () = @ (X),b_(#00)).
Insbesondere ist also
(|)(an(x)) = bn((])(x)) fur jedes x €'V,
d.h.
¢°an = bnoq).
QED.

2.4.5 Folgerung: die multiplikative Jordan-Zerlegung

Seien V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und a € GL(V). Dann gelten die

folgenden Aussagen.
(i) Es gibt genau ein Paar (aS , au) von Elementen aus GL(V) mit folgenden

Eigenschaften.
1. a ist halbeinfach und a ist unipotent.
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2. a= aca =a ca. (multiplikative Jordan-Zerlegung)

(ii)) Sei W C V eine a-stabiler k-linearer Unterraum von V. Dann ist W auch stabil
unter asund a und

aIW = aSIW . au'W
ist die multiplikative Jordan-Zerlegung der Einschrankung von a auf W.

Seien E, Esund Eu die durch a, asbzw. au induzierten k-linearen Abbildungen auf

dem Faktorraum V = V/W. Dann ist

a=a °*a
S u

die multiplikative Jordan-Zerlegung von a.
Bemerkung

Wir nennen a und a den halbeinfachen (bzw. unipotenten) Teil von a € GL(V).

Beweis. Zu (i). Sei
a=a +a
S n

die additive Jordan-Zerlegung. Weil a umkehrbar ist, ist auch a umkehrbar (vgl.
Bemerkung 2.4.4 (ii)). Wir konnen deshalb auf der rechten Seite a als Faktor
ausklammern:

a=aca mita =1+ aglan.

S

_la a ©a a-l—a_la
S “n's s s 7% T’

Weil a und a kommutieren, gilt dasselbe auch fur a_1 und a:

ae*d =a *a &a =a
S n n s n

.1 . . . -1 .
Weil a;° und a kommutieren ist mit a auch ag a =a - 1 nilpotent. Zusammen
erhalten wir:
a ist halbeinfach und a, ist unipotent.
. -1 -1 . . .
Welil neben ag und an auch aS und ag miteinander kommutieren, gilt dasselbe auch fur
-1
aunda =1+a_a_:
S n S n
a und a kommutierern.
Bis auf die Eindeutigkeitsaussage ist damit (i) bewiesen. Sei jetzt neben
a=a-a
s u
eine weitere Produktzerlegung
a=a ea’
S
mit a’S halbeinfach und a’u unipotent gegeben, wobei a’S und a’u kommutieren. Dann
kommutieren auch a’s und a’u—l. Auferdem ist a’u—l nilpotent. Deshalb ist
a=a «(1+a’ -1)=a +a <@ -1
S ( u ) S S ( u )
die additive Jordan-Zerlegung. Durch Vergleich mit der additiven Jordan-Zerlegung
a=ae+*(l+a -1)=a +a-(a-1)
S u s s u

sehen wir (auf Grund von deren Eindeutigkeit), es gilt

2

a = aS und a S-(a u—l) = aS-(au—l).
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Weil as umkehrbar ist, folgt a’S = aS und a’u = au, d.h. es gilt auch die

Eindeutigkeitsaussagen von (1).
Zu (i1). Ist

a=a °a

die multiplikative Jordan-Zerlegung von a, so ist - wie wir gerade gesehen haben -
a=as+aso(au-1) (1)

die additive Jordan-Zerlegung von a. Nach 2.4.4 (iii) ist jeder a-stabile lineare
Unterraum W C V sowohl as—stabil als auch as-(au—l)—stabil - und damit auch stabil

unter au—l und damit unter au.

Auferdem ist

alW = aSIw +a (au l)IW

die additive Jordan-Zerlegung der Einschrankung von a auf W. Durch Ausklammern
des halbeinfachen Teils erhalten wir wie im Beweis von (i) die multiplikative Jordan-
Zerlegung von aIW:

al =al
\%Y S

W + aS-(au—l)IW
= aSIW-(1+ (au-l))lw

= as'W.auIW

Ebenfalls nach 2.4.4 (iii) erhalten wir aus (1) die additive Jordan-Zerlegung der durch a
auf V/W induzierten Abbildung, indem wir auch auf der rechten Seite zu den
Abbildungen ubergehen, die auf dem Faktorraum V/W induziert werden.

a= aS + aS-(au—l).

Erneut erhalten wir durch Ausklammern von ZS die zugehorige multiplikative Jordan-

Zerlegung:
a =a + as-(au-l)
= as-( 1+ (au-l))
=a-a .
s u
QED.

2.4.6 Folgerung: Vertraglichkeit mit direkten Summen
undTensorprodukten

Seien V und W endlich-dimensionale k-Vektorraume, a und b lineare Automorphismen
von V bzw. W,

a € GL(V), b& GL(W),
und
a=aa undb=bb
s u S u

deren multiplikative Jordan-Zerlegungen. Dann gelten die folgenden Aussagen.
6] a®b = (as®bS)-(au@bu) ist die Jordan-Zerlegung von a®beEGL(VEW).
(i1) a®b = (as®bS)-(au®bu) ist die Jordan-Zerlegung von a®beEGL(VRW).
Beweis. Zu (i): Es gilt
(a @b )e(a @b ) =(a+a )®(b b )=a®b
s s u u s u s u

und die Abbildungen as(-DbS und auG-)bu kommutieren:
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(au®bu)-(as®bs) = (au-aS)GB(bu-bs) = (aS-au)®(bS-bu) = (as®bs)-(au®bu).
AuBerdem ist
as@bS halbeinfach und au@bu unipotent

(nach 2.4.3 (ii)).
Zu (ii): Es gilt
(as®bs).(au®bu) - (as.au)® (bs.bu) =a®h

und die Abbildungen as®bS und au®bu kommutieren:
(au®bu)-(as®bs) = (au-as)®(bu-bs) = (aS-au)®(bS°bu) = (as®bs)-(au®bu).
AuBerdem ist
as®bs halbeinfach und au®bu unipotent

(nach 2.4.3 (ii)).
QED.

2.4.7 Verallgemeinerung auf den lokal endlichen Fall

Sei V ein nicht notwendig endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Wir bezeichnen auch in
dieser Situation mit
End(V) := Endk(V)

die k-Algebra der linearen Endomorphismen von V und mit
GL(V) := GLk(V)

die Gruppe der linearen Automorphismen von V. Ein Element

a € End(V)
heift lokal endlich, wenn V Vereinigung von endlich-dimensionalen a-stabilen linearen
Unterraumen ist.
Sei a ein lokal endlicher linearer Endomorphismus von V. Dann heif3t a halbeinfach
(bzw. lokal nilpotent bzw. lokal unipotent), wenn die Einschrankung von a auf einen
beliebigen a-stabilen linearen Unterraum von endlicher Dimension halbeinfach (bzw.
nilpotent bzw. unipotent) ist.
Bemerkungen
(1)  GL(V) ist gerade die Einheitengruppe von End(V).
(i)  Ein linearer Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums ist genau
dann halbeinfach im Sinne der hier angegebenen neuen Definition, wenn er es im
Sinne der alten ist.

Es gilt sogar mehr: ist a : V — V ein lokal endlicher linearer Endomorphismus

des nicht notwendig endlich-dimenensionalen k-Vektorraums V, welcher
halbeinfach im Sinne der neuen Definition ist, so zerfallt V in eine direkte Summe
von Eigenrdumen von a, d.h. es gilt

V=® v, mitVv ={x€EVlax)=Ax}.
. A. A
el i

Dabei sei { )\i}i oI die Familie der Elemente Ak, fur welche V)M # 0 ist.

(iii)) Sei a € End(V) ein lokal endlicher Endomorphismus des nicht notwendig endlich-

dimensionalen k-Vektorraums V. Dann gibt es genau eine Darstellung von a,
a=a + a, (D)

als Summe von zwei lokal endlichen linearen Endomorphismen mit
1. a ist halbeinfach und a ist lokal nilpotent.

2. aea =a °a.
s n n s
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Auch in dieser Situation heif3t (1) additive Jordan-Zerlegung.
Seien

a,a’,a” € End(V)
Endomorphismen des nicht notwendig endlich-dimensionalen k-Vektorraums V
mit
a=a’ +a” und a lokal endlich.

Dann sind folgenden Aussagen dquivalent.

1. a=a’+a” ist die additive Jordan-Zerlegung von a.

2. Fur jeden endlich-dimensionalen k-linearen und a-stabilen Unterraum

WCV ist

w=2 IW +a IW
die additive Jordan-Zerlegung von alw. Insbesondere ist W auch a’-

al

stabil und a”-stabil.
Seien a € End(V) ein lokal endlicher Endomorphismus des k-Vektorraums V und

W C V ein a-stabiler k-linearer Unterraum von V, wobei V und W nicht
notwendig von endlicher Dimension sein miissen. Dann gelten die folgenden

Aussagen.
1. allW ein ein lokal endlicher Endomorphismus.
3. aIW = as'W + anIW ist die additve Jordan-Zerlegung der

Einschrankung von a auf W. Insbesondere ist W sowohl aS-stabil als auch

a -stabil.
n
Weiter seien a, asund an die durch a, asbzw. an induzierten k-linearen

Abbildungen auf dem Faktorraum V = V/W. Dann gelten folgende Aussagen.
4. a ist ein lokal endlicher Endomorphismus von V.
5.a= Es + En ist die additive Jordan-Zerlegung von a (vgl. 2.4.4 (ii1)).

Sei ¢: V— W eine k-lineare Abbildung von k-Vektorraumen (deren Dimension

nicht notwendig endlich sein muf}) und a € End(V), b € End(W) lokal endliche
Endomorphismen mit

¢ea = bog.
Dann gilt auch q)oas = bsoq). und q)oan = bnoq).

Mulitplikative Jordan-Zerlegung. Sei a € GL(V) ein lokal endlicher

Automorphismus des nicht notwendig endlich-dimensionalen k-Vektorraums V.
Dann gibt es genau eine Darstellung von a,
2

a=a .a ,
s u

als Zusammensetzung von zwei lokal endlichen linearen Automorphismen mit
1. a ist halbeinfach und a ist lokal unipotent.

2. aea =a °a.
s u u s

Fur jeden a-stabilen k-linearen Unterraum W C V ist
aIW = aSIW’auIW
die multiplikative Jordan-Zerlegung der Einschrankung von a auf W und

a=a °a
S u
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die multiplikative Jordan-Zerlegung von E, wobei E, a_S und z die durch a, as
und a auf dem Faktorraum V/W induzierten Endomorphismen seien

(viii) Seien V und W nicht notwendig endlich-dimensionale k-Vektorraume, a und b
zwei lokal endliche lineare Automorphismen von V bzw. W,
a € GL(V), b & GL(W),
und
a=aa undb=bb
s u s u
deren multiplikative Jordan-Zerlegungen. Dann gelten die folgenden Aussagen.
1.a®b = (as@bs)-(auEDbu) ist die Jordan-Zerlegung von a®bEGL(V®W).

2.a®b = (as®bs)-(au®bu) ist die Jordan-Zerlegung von a®bEGL(V®W).
Beweis der Bemerkungen. Zu (i). trivial.
Zu (ii). Sei a: V — V ein linearer Endomorphismus des endlich-dimensionalen k-

Vektorraums V und W C 'V ein a-stabiler linearer Unterraum.

Ist a halbeinfach in Sinne der alten Definition, so hat die additive Jordan-Zerlegung von
a die Gestalt
a=a + 0.

Nach 2.4.4 (i11) ist

aIW = aSIW + OIW

die additive Jordan-Zerlegung der Einschrankung von a auf W. Insbesondere ist aIW

halbeinfach in Sinne der alten Definition. Weil dies fur jeden a-stabilen Unterraum W
von V gilt, ist a halbeinfach im Sinne der neuen Definition.
Sei jetzt umgekehrt a halbeinfach im Sinne der neuen Definition. Weil V als Unterraum
von sich selbst endlich-dimensional ist, ist dann

a=al

v
halbeinfach in Sinne der alten Definition.

Damit ist der erste Teil der Aussage von (ii) bewiesen. Befassen wir uns mit dem
zweiten. Sei a2 V —— V ein lokal endlicher k-linearer und halbeinfacher

Endomorphismus des nicht-notwendig endlich-dimensionalen k-Vektorraums V. Wir
haben zu zeigen, V zerfillt in eine direkte Summe der Eigenraiime V7¥ .

1

1. Schritt. V=% V)\'.
ier !
Es reicht zu zeigen, jeder von O verschiedene Vektor v € V - {0} ist eine Summe von
Eigenvektoren. Weil a lokal endlich ist, liegt v in einem endlich-dimensionalen a-
stabilen Unterraum von V, sagen wir
VEW, dimk W < oo und a(W) C W.

Weil a halbeinfach in Sinne der neuen Definition sein soll, ist aIW halbeinfach im Sinne

der alten Definiton, d.h. v ist Summe von Eigenvektoren von aIW und damit auch von

a.
2. Schritt. Die Summe des ersten Schritts ist direkt.
Nach dem ersten Schritt ist jeder Vektor

vE V- {0}
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Summe von endlich vielen Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten.
Wir haben zu zeigen, diese Darstellung ist eindeutig.
Angenommen, sie ist es nicht. Dann gibt es eine Summe von Eigenvektoren zu
paarweise verschiedenen Eigenwerten (mit mindestens zwei Summanden), welche
gleich O ist, sagen wir

vy + ..+ V.= 0 mit a(vi) =WV und paarweise verschiedenen M. 3)
Wir haben zu zeigen, dies ist unmoglich. Dabei konnen wir annehmen, dal r = 2
minimal gewdhlt ist. Die u sind dann automatisch von O verschieden.
Aus (3) konnen wir zwei weitere Identititen gewinnen, indem wir zum einen a auf (3)

anwenden und zum andern (3) mit W multiplizieren. Wir erhalten
MoV +0yoVy t F RSV = 0
MoV F 0oV, F F eV = 0

Wir bilden die Differenz und erhalten
(“’2_ Ml).vz +... + (MI‘- Ml).vr =0

im Widerspruch zur Minimalitit von r. Die Darstellung ist somit eindeutig und die
Summe des ersten Schritts ist direkt.

Zu (iii) und (iv). Sei a: V — V ein lokal endlicher k-linearer Endomorphismus. Wir

haben die linearen Endomorphismen a,a: V — V zu definieren Sei

vevVv-{0}.
Weil a lokal endlich ist, gibt es einen k-linearen Unterraum W C V mit
dimkW <00, a(W)C WundvEW.

Wir betrachten die additive Jordan-Zerlegung
aIW = (aIW)S + (aIW)Il
und setzen
aS(V) = (aIW)S(V) und an(V) = (alw)n(v). (@)

1. Schritt. Die Definitionen sind korrekt (d.h. unabhéngig von der spezielen Wahl des
endlich-dimensionalen Unterraums W).
Seien W’ ein weiterer k-linearer Unterraum von V mit
dimk W <00, aW)C WundvEW’

und

aIW, = (aIW,)S + (aIW,)rl

die additive Jordan-Zerlegung der Einschrankung von a auf W’. Dann gilt auch

dimk WW’ <00, a(WW) C WW’ und vE W(W’.
Nach 2.4.4 (ii1) konnen wir die additive Jordan-Zerlung der Einschrankung von a auf
W( W’ dadurch erhalten, da wir zumacht auf W und dann auf W( )W’ einschrinken,

aIWﬂW’ = (a|W)3|WﬂW’ + (alw)nIWﬂW’ .
Wir konnen aber auch erst auf W’ und dann auf W( )W’ einschrinken,

alWﬂW’ = (aIW’)sl\NﬂW’ + (alVV’)nlWﬂW’ .
Auf Grund der Eindeutigkeit der Jordan-Zerlegung erhalten wir

Awdww = @Awrw s = @wdhww
und
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AwwAw = @wawn = @whlwaw: -
Wegen v E W(W’ folgt
(alyg) (V) = (@lyy ) (V) und (@lyy) (V) = () ().
Die Definition von aS(V) und an(v) ist damit unabhédngig von der speziellen Wahl des

Unterraums W.

Bemerkkung.
Auf Grund der Korrektheit der Definition haben wir eine Zerlegung

a=a +a”
von a in eine Summe von k-linearen Endomorphismen konstruiert, welche der
Bedingung 2 von Bemerkung (iv) genuigt. Insbesondere sind a’ und a” lokal endlich.
Zum Beweis von Bemerkung (iii) reicht es zu zeigen, dafl diese Zerlegung den
Bedingungen von Aussage (iii) genugt, d.h.
1. a’ ist halbeinfach und a” ist lokal endlich.
2.a’°a” =a”°a’,
und daB} die Zerlegung durch diese Bedingungen eindeutig bestimmt ist.
Mit anderen Worten, es reicht die Implikation 2 = 1 von Bemerkung (iv) zu beweisen

und die Eindeutigkeitsaussage von (iii).

Aus der Tatsache, dal} sich die Zerlegung von Bemerkung (iii) in der hier gerade
angegebenen Weise konstruieren 1aft, ergibt sich auf Grund der noch zu beweisenden
Eindeutigkeitsaussage von Bemerkung (iii), daB auch die Implikation 1 = 2 von
Bemerkung (iv) besteht.

2. Schritt: Falls die Zerlegung a = a’ + a” von Bemerkung (iv) der Bedingung 2
genugt, so gilta’ea” = a”°a’.
Sei v € V. Weil a lokal endlich ist, gibt es einen k-linearen Unterraum W C V mit

dimkW< o0, a(W) C WundvEW.

Nach Voraussetzung ist

aIW=aIW+a IW

die additive Jordan-Zerlegung von aIW. Insbesondere gilt a’(W)CW, a”(W)CW und
(a |W)°(a lW) =(a |W)°(a lW)
also
(a’ea”)(v)=a’(@’(v))=a lW (a IW v))=a IW (a IW (v)) = (a”’7a’)(v).

Weil dies fur jedes v € V gilt, gilt a’ea” = a”°a’ wie behauptet.

3. Schritt: Falls die Zerlegung a = a’ + a” von Bemerkung (iv) der Bedingung 2 genugt,
ist a’ halbeinfach und a” lokal nilpotent.

Seien W’ und W” zwei k-lineare Unterraume von V mit einer endlichen Dimension mit

a’ (W) C W’ und a”(W”) C W”.

Wir haben zu zeigen, a’IW, ist halbeinfach und a”IW,, ist nilpotent.

Weil a lokal endlich ist, gibt es einen endlich-dimensionalen k-linearen Unterraum

WCV mit

W CWund W CW.

Nach Voraussetzung ist

aIW:aIW+a IW
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die Jordan-Zerlegung von aIW. Insbesondere ist a’l ,, halbeinfach und a”l, , nilpotent.

A\ AW
|W,7 W)l W”
Weil a’lW halbeinfach ist im Sinne der alten Definition, ist a’ IW auch halbeinfach in
Sinne der neuen Definitin (nach Bemerkung (ii)). Insbesondere ist damit
a IW” =(a IW)IW,,
halbeinfach in Sinne der alten Definition.

7’|

Mit a”lW istauch a =(a nilpotent.

Wir haben noch die Eindeutigkeitsaussage von Bemerkung (iii) zu beweisen.
Sei

a= a’s + a’n
eine weitere Zerlegung wie in (iii) neben der soeben konstruierten (mit a’S und a’n lokal
endlich, a’S halbeinfach, a’n lokal nilpotent und a’S-a’n = a’n-a’s) Wir haben zu zeigen,
a =a’ unda =a’ .
S S n n
4. Schritt. a’S kommutiert mit a.
Well a’S und a’n miteinander kommutieren, gilt:

aca’ =(@ +a ) a
S S n S
2
=a’_+a -a
S n s

’2 2 2
=a’_+a +a
S S n
=a’ e (a gt n)
=a ea
S
5. Schritt. a =a’ unda_ =a’ .
S S n n
Seiv € V - {0} vorgegeben. Weil a’S lokal endlich ist, gibt es einen k-linearen

Unterraum W von V mit

dimkW < 00, a’S(W) CW,vew.

Weil W endlich-dimensional ist und a lokal endlich, gibt es einen k-linearen Unterraum
W’ von V mit

dim, W’ <00, a(W) S W, WEW".

Weil a und a’S kommutieren, gilt furi=1,2,3,...
2 @W)=al@ (W) Calw)  (Calw)Sw,
d.h. ai(W) ist fur jedes 1 ebenfalls a’S—stabil. Damit ist

o .
S al(W) (CW)
i=0
ein endlich-dimensionaler a’s—stabiler Unterraum, der auch a-stabil ist. Wir kénnen also

W durch diese Summe ersetzen und annehmen,
W ist a’s— und a-stabil
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Dann ist W aber auch stabil bezuglich a’n =a- a’S und als a-stabiler Raum nach
Definition der Zerlegung a = ata auch stabil bezuglich a und a. Zusammen erhalten
wir:

W ist stabil bezuglich a, as, an, a’S, a’n (und es gilt veE W).

Damit sind

aIW = aSIW + an'W und alW =a sIW +a IlIW

zwei Jordan-Zerlegungen desselben Endomorphismus auf dem endlich-dimensionalen
Raum W. Wegen der Eindeutigkeit der Jordan-Zerlegung im endlich-dimensionalen
Fall, folgt

as'W =a SIW und anIW =a n|W'

und insbesondere
as(v) =a S(V) und an(v) =a n(V).

Das dies fur jedes v € V gilt, folgt
a =a’ unda =a’ .
S S n n

Zu (v). 1. Schritt. aIW ist lokal endlich.

Sei v E W - {0}. Wir haben zu zeigen v liegt in einem endlich-dimensionalen k-linearen

und alw—stabilen Unterraum von W. Weil a lokal endich ist, gibt es einen k-linearen

Unterraum W’ C 'V mit

dimk W’ <00, a(W)C W undveE W’

Weil W nach Voraussetzung a-stabil ist und den Vektor v enthalt, bleiben diese
Bedingungen an W’ erhalten, wenn man W’ durch W( W’ ersetzt. Damit ist aber

W( W’ ein Unterraum der gesuchten Art.
2. Schritt. W ist aS-stabil und an-stabil.

Sei v € W. Wir haben zu zeigen, as(v) € W und an(v) e W.

Weil nach dem ersten Schritt alw lokal endlich ist, gibt einen einen k-linearen

Unterraum W’ von W mit

dimk W’ <00, a(W)C W undveE W’

Nach (iv) ist
aIW, = aSIW, + anIW’
gerade die Jordan-Zerlegung der Einschrankung aIW, von a auf W’, und W’ ist sowohl

aS—stabil als auch an—stabil. Wegen v € W’ folgt

aS(V) S aS(W’) CcCwCw
und
an(v) € an(W’) CwWCw.

3. Schritt. . aIW W W e

Nach (iv) reicht es zu zeigen, fur jeden endlich-dimensionalen k-linearen und aIW—

= aSI + anl ist die additve Jordan-Zerlegung von al

stabilen Unterraum W’ CW ist

aIWIW, = aSIWIW, + an'WIW’
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die additive Jordan-Zerlegung von aIWIW, , d.h.

w = A gl
ist die additive Jordan-Zerlegung von aIW,. Weil die Dimension von W’ endlich ist, ist
das aber nach (iv) der Fall.

4. Schritt. a ist lokal endlich.
Bezeichne

p:V—V/W=V
die naturliche Abbildung auf den Vektorraum. Wir haben zu zeigen, jeder Vektor
vEV-{0}
liegt in einem k-linearen und a Unterraum von V mit einer endlichen
Dimension. Zum Beweis wahlen wir einen Vektor
vE Vmitp(v) = V.

al

Weil a lokal endlich ist, gibt es einen k-linearern Unterraum W’ C V mit

dimk W <oo,a(W)CWundvE W,
Mit

W = p(W’)
gilt dann

dim, W’ <0, a(W)C W undv EW’.
a=

5. Schritt. Es + En ist die additive Jordan-Zerlegung von a.

Nach (iv) reicht es zu zeigen, fur jeden endlich-dimensionalen k-linearen und ‘a-stabilen
Unterraum W’ CV ist

die Jordan-Zerlegung von EIW’.

Weil die Dimension von W’ endlich ist, gibt es k-linearen Unterraum
W C V mit
dim, W’ < 00 und p(W) = w”.

Weil a lokal endlich ist und W’ von endlicher Dimension, gibt es einen k-linearen
Unterraum V’ von V mit

dimV’ <o0,a(V)C V', W C V.
Sei

P i=ply V' — V= V+W/W = V'/V' (W
die Einschrinkung des natiirlichen Homomorphismus p. Wegen W* C V'’ gilt

W =pW) Cp(V)=p (V).
Weil p*:V’ — V’/V’(W surjektiv ist, folgt
W9 — p’(pa-l(W9))’

d.h. W’ ist das Bild des endlich-dimensionalen Unterraums p"l(W’) von V’. Wir
konnen also annehmen,

W= p LW (S V.
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Fur x € W C V’ gilt, weil V” a-stabil ist, a(x) € V’ und
p’(a(x)) = p(a(x)) (p’ ist die Einschrankung von p auf V’)
= a(p(x)) (Definition von a)
=a(p’x)) (xliegtin W C V)
€ E(V_V’) (wegenx €W’ = p"l(V_V’))
Cw (W’ ist a-stabil)
Es folgt

a(x) € p"l(V_V’) =W’ fur jedes x € W’,
d.h. W’ ist a-stabil. Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm

W’ C—> \'A C—> \Y%
AT TS A
W’ C_) V’ C—) A/ hl
| | |
h” \%L RN J\L/’C_ h  — V
I |+ |
W’ C_ % C_ Y,

Die horizontalen Pfeile bezeichnen naturliche Einbettungen, die oberen von

W’CV’CYV ineinander, die unteren der Faktorriume W’C V'C V ineiander. Die

vertikalen Abbildungen sind die naturlichen Abbildungen auf die jeweiligen
Faktorraume, so daf} die vorderen und hinteren Vierecke kommutativ sind.

Die Kommutativitat der oberen Vierecke definiert a’ und a” als Einschrankungen von a
auf V> bzw. W’.

Die Kommutativitit der unteren Vierecke definiert a’ und a” als Einschrankungen von a
auf V> bzw. W’.
Die Kommutativitat der beiden seitlichen und des mittleren Vierecks definiert a, a’ und

a” als die durch a, a’ und a” auf den Faktorraumen induzierten Abbildungen. Dies ist
mit den vorherigen Definitionen als Einschrankungen vertraglich, weil der Ubergang
zum Faktorraum mit Inklusionen vertréaglich ist.

So konnen wir erst zu der durch a induzierten Abbildung a auf dem Faktorraum
ubergehen,

a:V— V, xmod W b a(X) mod W,
und dann diese Abbildung auf W’ einschrénken zu
W — W, xmod W » a(x) mod W.
Wir konnen aber auch a zuerst auf W’ einschranken,
aW — W, x p aX),
und dann die induzierte Abbildung auf dem Faktorraum bilden,
AW — W, xmod W » a(x) mod W.

das Ergebnis ist in beiden Fallen dasselbe. Aus der Jordan-Zerlegung
a=a +a
S n
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wird im zweiten Fall zunachst die Jordan-Zerlegung
al ., =al_ B + anl

W sW’ w’
und dann nach 2.4.4 (iii) - weil W’ endlich-dimensional ist - die Jordan-Zerlegung
Al =a’l_ +a” |

w’ SW’ nw’

Da diese Abbildungen gleichzeitig die Einschrinkungen auf W’ der entsprechenden
Endomorphismen von V sind, bedeutet dies (nach (iv)), daB die auf V induzierten
Abbildungen gerade die Jordan-Zerlegung von a definieren,

E” - E” + E” .

S n

Zu (vi). Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie der von 2.4.4.(iv). Wir betrachten
das Diagramm von k-linearen Abbildungen

1
V — VoW

la . la@b
v L vew
mit
i=0d, ¢) V— VOW, x b (X, §(x)).
Es ist kommutativ, denn fur x € V gilt
(a®b)(i(x)) = (a®b)(x, ¢p(x)) (nach Definition von 1)
= (a(x), b(d(x))) (nach Definition von a®b)

= (a(x), ¢p(a(x))) (nach Voraussetzung gilt ¢ea = beg)
=1i(a(x)) (nach Definition von 1).
Nach Definition ist i injektiv. Deshalb konnen wir V mit seinem Bild bei i identifizieren
und als linearen Unterraum von V@®W betrachten. Die Kommutativitit des Vierecks
bedeutet dann, der Unterraum V von V@W ist stabil bezuglich a®b und die
Einschrankung von a®b auf V ist gerade a.

Betrachten wir die additive Jordan-Zerlegung von a®b:

a®b = (a@b)S + (a@b)n. 5
Nach (v) ist

a= (a@b)slV + (a@b)nlV (6)

die Jordan-Zerlegung von a.
1. Schritt. Die Summanden auf der rechten Seite von (5) haben die Gestalt

(a®b) =a @b und (a®b) =a @b
S s s n n n
Sei U C V@®W ein endlich-dimensionaler k-linearer Unterraum, welcher stabil ist bei
aSGr)bS (bzw. bei an®bn). Dann gibt es endlich-dimensionale k-lineare Unterraume

VCVundWCW
mit
UC Voew.
Indem wir V’ und W’ geeignet vergrolern konnen wir auflerdem erreichen (vgl. (iv)):
V’ ist stabil unter a (also auch bei a und an)

W’ ist stabil unter b (also auch bei bS und bn).
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Nach Definition sind mit a und b auch a |_,, und b |, ., halbeinfach und weil a und
S S sV sW n

bn lokal nilpotent sind, sind es auch aan’ und bnlw,. Nach 2.3.3 (ii) folgt:
(as@bS)IV, oW = (aSIV,)@B(bSIW,) ist halbeinfach und

(an@bn)lV’@)W’
Nach 2.4.4 (iii) bleiben diese Eigenschaften erhalten, wenn man die Abbildungen auf
stabile Unterraume einschrankt, d.h.

(aS(-DbS)IU ist halbeinfach (bzw. (an®bn)|U ist nilpotent).

= (anlv,)GD(anW,) ist nilpotent.

Da dies fur jeden endlich-dimensionalen k-linearen Unterraum U von V@AW gilt,
welcher stabil ist unter aS@bS (bzw. an®bn), erhalten wir:

aS@bS ist halbeinfach und an@brl ist lokal nilpotent.
Aullerdem gilt
a®b=a ®b +a ®b
s s n_ n
denn furx € Vundy € W ist
(as@bS + an@bn)(x,y) = (aSEDbS)(x,y) + (an@bn)(x,y)
= @0, b () + (@_(),b_(¥)
=@ (0 +a_(x), b (¥) +b (1))

= (a(x), b(y))
= (a®b)(x,y).

Nach (iii) reicht es zu zeigen, dal3 as@bS und an®bn kommutieren. Das ist aber der

Fall, denn fur x € Vund y € W gilt
((a @b )o(a ®b )(xy) = (a Bb (@ ().b_(¥)
= (a(a_(x)),b (b (¥))
= (an(aS (x)), bn(bs(y)) (alS und a bzw. bS und bn kommutieren)
= (2 ®b )(a (.b (1))
= ((a, ®b )o(a Bb))(x.Y).
2. Schritt. Beweis der Behauptung.

Fur jedes x € V gilt
as(x) = (a@b)SIV(x) (weil (6) die Jordan-Zerlegung von a ist, vgl. (v))
= (a@b)s(i(x)) (wir identifizieren V mit seinem Bild bei 1)

= (as(-Dbs)(x, @(x))  (Definition von 1)
= @ ()b (6(x)))

Dabei haben wir as(x) mit seinem Bild bei i identifiziert, d.h. genauer bedeutet diese
Identitat,

i(as(x)) = (as(x),bs((b(x))) fur jedes x €'V,
d.h.

(a (), 9(a () = (@ (x).b_(@(x))).

Insbesondere ist also
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q)(as(x)) = bs(q)(x)) fur jedes x €'V,
d.h. wie behauptet ist
q)oas = bsoq).
Damit besteht die erste behauptete Identiat. Die analgoge Rechnung mit a anstelle von

a fuhrt zur zweiten: fur jedes x € V gilt
an(x) = (a@b)nlv(x) (weil (6) die Jordan-Zerlegung von a ist, vgl. (v))
= (a@b)n(i(x)) (wir identifizieren V mit seinem Bild bei i)
= (an@bn)(x, @(x)) (Definition von i)
= (@ (0.b_($(x))

Dabei haben wir an(x) mit seinem Bild bei i identifiziert, d.h. genauer bedeutet diese
Identitat,
i(an(x)) = (an(x),bn(q)(x))) fur jedes x €'V,
d.h.
(a (), d(a_(x))) = (a_(x),b_(@(x))).
Insbesondere ist also
q)(an(x)) = bn((b(x)) fur jedes x €'V,
d.h. wie behauptet ist
q)oan = bn°q).

Zu (vii). Fur jeden endlich-dimensionalen a-stabilen Unterraum W C V haben wir die
multiplikative Jordan-Zerlegung

aIW = (aIW)S-(aIW)u .
Fur je zwei solche Unterraume, sagen wir W’ und W” konnen wir die zugehorigen
Zerlegungen

alyys = (alyy) (@) und aly = Galy ) o(alg)

auf dem Durchschnitt W’(T)W” betrachten und erhalten so die zugehorige Zerlegung fur
aIW, AW (weil dies fur die additiven Zerlegungen gilt - vgl. 2.4.4 (iii) - und die

additiven und multiplikativen Zerlegungen fur umkehrbare Matrizen durch einfache
Umformungen auseinander hervorgehen). Wegen der Eindeutigkeit der Jordan-
Zerlegung (im endlich-dimensionalen Fall) folgt

@) wr = @y w)s = @

W”)SIW’ mwn
und

(al |

W’)ulw’ mwn = (alw$mw9’)u = (a W”)ulw9mww
Mit anderen Worten: durchlauft W die endlich-dimensionalen a-stabilen Unterraume von
V, so stimmen je zwei der Abbildungen

(aIW)S bzw. (aIW)u
auf dem gemeinsamen Teil ihrer Definitionsbereiche uiberein. Sie lassen sich also zu
einer auf ganz V definierten k-linearen Abbildung
a bzw. a

verheften mit
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a IW = (aIW)S bzw. a IW = (aIW)u
fur jeden a-stabilen k-linearen Unterraum W C V von endlicher Dimension.
Insbesondere sind aS und au lokal endlich, aS ist halbeinfach und au lokal unipotent,

und es gilt

a=a-ea =a .a .
S u u S

Sei eine weitere multiplikative Jordan-Zerlegung gegeben, sagen wir

a= a’S-a’u = a’u'a’S .
(mit a’S und a’u lokal endlich, a’s halbeinfach und a’u unipotent).

Wir schreiben

a=a ¢(1+a -1)=a” +a’ (a’ -1)=a” +a’

S u S ST u S n

mit

a =a (a’ -1

n s( u )

Weil a’S und a’u kommutieren, kommutieren auch al’S und a’n. Auflerdem ist deshalb
a’n lokal nilpotent. Damit ist

a=a +a
S n
eine additive Jordan-Zerlegung, also eindeutig durch a bestimmt. Wegen
a =a_a_ +1
u S "n
ist dann aber auch die multiplikative Zerlegung eindeutig festgelegt.
Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen. Der zweite gilt nach Konstruktion
zumindest fur endlich-dimensionale k-lineare a-stabile Unterraume W C V. Im Fall

dim W = oo
gilt die Aussage zumindest fur alle endlich-dimensionalen k-linearen a-stabilen
Unterraume W’ & W. Auf Grund der obigen Konstruktionen gilt sie dann aber auch

fur W.

Die Aussagen bezuglich der auf dem Faktorraum V/W induzierten Abbildungen ergeben
sich in analoger Weise aus den entprechenden Aussagen von (v) bezuiglich der additiven
Jordan-Zerlegung.

Zu (viii). Sei U C VAW (bzw. UC_V®W )ein k-linearer Unterraum mit

dirnk U < oo und (a®b)(U) C U (bzw. (a®b)(U) C U).

Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,
a@blU = (as@bS)IU-(au@)bu)IU

ist die Jordan-Zerlegung von a@bIUEGL(U)

bzw.
a®b|U = (as®bs)IU-(au®bu)IU

ist die Jordan-Zerlegung von a@bIUEGL(U).

Weil die Dimension von U endlich ist, gibt es endlich-dimensionale k-lineare
Unterraume

VCCVundW CWnmitUC VAW’ (bzw. UC V’OW’).
Weil V' und W’ endlich-dimensional sind (und a, b lokal endlich), konnen wir diese
Raume soweit vergroiern, dall auBerdem gilt

V’ ist a-stabil und W’ ist b-stabil.
Nach dem zweiten Teil von (vii) sind
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aIV, = (aslV’)(aulV’) und bIW, = (bSIW,)(bulw,)

die Jordan-Zerlegungen von aIV, und bIW,. Wir wenden 2.4.6 an und erhalten die

Jordan-Zerlegungen fur die direkte Summe und das Tensorprodukt von aIV, und bIW, :

(a®b)IV’@W’ = (aIV,)@(bIW,) = (aSIV,)@(bslw,)-(aulv,)@(bulw,)

= (a,®b)l “(a @b )|

Vew’ Vew’

bzw.
(a®b)IV’®W’ = (aIV,)®(bIW,) = (aSIV,)®(bslw,)-(auIV,)®(buIW,)

- (as®bs)|V’®W’ (au®bu)|V’®W’
Nach 2.4.4 (iii) sind additive Jordan-Zerlegungen im endlich-dimensionalen Fall
vertraglich mit Einschrankungen auf stabile k-lineare Unterraume. Das gilt dann aber
auch fur multiplikative Jordan-Zerlegungen. Deshalb ist

(a@b)lU = (as@bS)IU-(au@bu)lU
bzw.

(a®b)l U= (as®bS)IU-(au®bu)lU
eine Jordan-Zerlegung der Einschrankung von a®b bzw. a®b auf U. Da dies fur alle k-
linearen Unterraume U von VOW (bzw. VW) gilt mit

dimk U< oo und (a®b)(U) C U (bzw. (a®b)(U) C U).

erhalten wir auf Grund der Konstruktion der multiplikativen Jordan-Zerlegung in (vii),
da3

a®b = (as®bs)-(au®bu)
bzw.

a®b= (aS®bS)-(au®bu)

die Jordan-Zerlegungen von a®b und a®b sind.
QED.
Beispiel

Seien G eine lineare algebraische Gruppe, A :=k[G] und g € G. Dann ist die
Rechtstranslation mit g,

p(): A — A, f(x) b f(xg)
(vgl. 2.3.6.B), ein lokal endlicher linearer Automorphismus von A (nach 3.3.9
Aufgabe 1). Damit besitzt p(g) eine Jordan-Zerlegung

p(g) = pe) p(g)u

2.4.8 Satz: Jordan-Zerlegung in linearen algebraischen Gruppen
Sei G eine lineare algebraische Gruppe. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Jordan-Zerlegung in G. Fur jedes g € G gibt es genau ein Paar (gs, gu) von
Elementen aus G mit den folgenden Eigenschaften.
l.g=geg =g 8
2.p(g) = p(g)  und p(g ) =p(g) -
(1) Fur jeden Homomorphismus ¢: G — G’ von algebraischen Gruppen und jedes
g€ G gilt
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¢(g) = d(g) und ¢(g ) =4(g) .
(i) FurgeG= GLn sind g und 2, gerade die halbeinfachen bzw. unipotenten Teile
von g (im Sinne der Bemerkung von 2.4.5 mit V = k™).

Bemerkung
Ein Element g einer linearen algebraischen Gruppe G heif3t halbeinfach (bzw.

unipotent), wenn g = g bzw. g = g, gilt. Die zu g € G gehorigen Elemente g und g,

von (i) heilen halbeinfacher Teil bzw. unipotenter Teil des Elements g € G. Ein

Element g € G heifit halbeinfach bzw unipotent
Beweis. Zu (i).1. Schritt. Beweis der Existenz gewisser Elemente g und g, von G.

Seien
A :=k[G]
der Koordinatenring von G und

m: A®A — A, a®f b asf,
der k-Algebra-Homomorphismus, welcher durch die Multiplikation der Algebra
induziert wird. Fur jedes g € G kommutiert der lokal endliche Endomorphismus
p(): A — A, f(x) b f(xg)
(vgl. 2.3.6.B) mit m,

me(p(g)®p(g)) = p(g)em."
Nach Bemerkung 2.4.7 (vi) kommutiert m auch mit den halbeinfachen Teil und den
nilpotenten und unipotenten Teilen:

me(p(g) ®p(g) ) = p(g) °m und me(p(g) ®p(g) )=p(g) °m
Man beachte, nach Bemerkung 2.4.7 (viii) ist
(P(2)®p(2), = p(2) ®p(g), und (p(2)®p(g)) = p(e) ®p(Q) -

% Nach Definitioin ist p: G —> GL(k[G]) die zur Operation

a:GxG—G,(gx)» x-g'l,

von G auf sich durch Rechtstranslationen gehorige Darstellung der abstrakten Gruppe G
im Koordinatenring k[G] (vgl. 2.3.6 A), d.h.

(p(@hH () = f(a(g'l,x)) = f(xg) fur f € k[G] und g,x € G.

Deshalb gilt fur g&G, f*,f°€k[G] und xEG:
m((p(2)®p(() (" @) (x) = m((p())D(p(2)f)(x)

= (@)= (p(D))(x)

= (P )X)=(p(f")(x)

= £ (xg)f"(xg)

= (-f")(xg)

= (p(@)E-f")(x).
Das dies fur jedes x€G gilt, folgt

| m((p(Q)®p()("®F)) = p(e)(f’+f”) = p(g)(m(f’ 1)),
also

me(p(2)®p(g)) = p(g)(f’+f”) = p(g)°m.
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Damit ist nicht nur p(g) ein k-Algebra-Homomorphismus, sondern auch p(g)s und

p(g)u. Die Zusammensetzungen mit der Auswertung im Einselement,

p(g)g
A—— A=k ple)f (pg)He),

P(Sy
A—— A—k I p@) fr (@) He),

sind damit auch k-Algebra-Homomorphismen, definieren also Punkte g8, €G mit

(p(2) (D)) = f(g ) und (p(2) (D)(e) = f(g ) fur jedes f € A. Q)
2. Schritt. Die durch (1) definierten Punkte g und 2, haben die in (i) angegebenen

Eigenschaften.
Die Operation von G auf sich durch Linkstranslationen,

L:GxG— G, (g X) » g°X,

kommutiert mit der durch Rechstranslationen (d.h. g’+(x+g”) = (g’+x)*g”). Deshalb
kommutiert die auf dem Koordinatenring induzierte Operation

M@ A — A, f > Mf mit (M@ = f(L(g™ %) = fig %),
mit der durch Rechtstranslationen induzierten,

Mg )ep(g?) = p(g”)eMg’) fur g°,g"€EG.
Nach Bemerkung 2.4.7 (vi) kommutiert A(g’) mit den halbeinfachen und unipotenten
Teilen von p(g”). Fur g,x €G und fEA erhalten wir

(p(2) Hx) = (k(x'l)(p(g)sf))(e) (nach Definition von A)

= p(@) (Mx HD(e) (p() und A(x) kommutieren)

- (x(x‘l)f)(gs) (nach (1) mit M(x”1)f anstelle von )
= f(xgs) (nach Definition von \)

= (p(g D)

also ist p(g)sf = p(gs)f fur jedes fEA, also

p(e), =p(g)-

Dieselbe Rechnung mit dem unipotenten Teil von p(g) anstelle des halbeinfachen zeigt
p(g), =p(g)-

Die Elementen g und g, genuigen also der Bedingung 2 von (i).

Die multiplikative Jordan-Zerlegung
p(e)  =p@ P, =pE), Pe),

von p(g) 1aBt sich deshalb in der Gestalt
p(e) =plgplg) =pg )p)

schreiben. Weil p: G — GL(k[G]) ein Gruppen-Homomorphismus ist, folgt
ple)  =p(ggg ) =p(g g)-

Nach 2.3.6 B ist der Gruppen-Homomorphismus p injektiv, d.h. es gilt
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g =88, T 8,8
Die Elementen g und g, genuigen der Bedingung 1 von (1).

3. Schritt. Es gilt auch die Eindeutigkeitsaussage von (i).
Wegen der Eindeutigkeit der Jordan-Zerlegung in GL(k[G]) (vgl. Bemerkung 2.4.7

(vii)) sind p(g)S und p(g)u eindeutig festgelegt durch g. Weil p injektiv ist, sind damit

auch g, und gy eindeutig bestimmt.

Zu (i1)). Ein Homomorphismus ¢: G — G’ von algebraischen Gruppen lat sich

zerlegen in eine Surjektion auf das Bild von ¢ gefolgt von einer natuirlichen Einbettung,

Y P
G— Im(p) S G

Nach 2.2.5(ii) ist Im(¢) eine abgeschlossene Untergruppe von G’. Deshalb reicht es,

die Aussage fur 1 und i zu beweisen, denn dann ist auch

d(g) =1(W(g)) =i(W(g)) = i(p(@)) = d(g)
und analog folgt q)(gu) = ¢(g) o Betrachten wir also die Spezialfille, da ¢ eine

natiirliche Einbettung bzw. eine Surjektion ist.

1. Fall: ¢: G & G’ ist die naturlichen Einbettung der abgeschlossenen Untergruppe G
von G’.
Sei I = I(G) das Ideal von G im Koordinatenring von G’, d.h.
k[G] = k[G]/1.
Nach 2.3.8 ist

G={g EG Ip()N=1}.
Insbesondere ist I ist ein p(g)-stabiler k-linearer Unterraum von k[G’] fur jedes g € G.
Nach Bemerkung 2.4.7 (vii) erhédlt man dann aus der Jordan-Zerlegung
p(g) =p(g) s plg) & =)
von p(g’) in k[G’] die Jordan-Zerlegung der durch p(g’) auf dem Faktorraum

induzierten Abbildung, indem man auf beiden Seiten zu den induzierten Abbildungen
des Faktorraums uibergeht, d.h. es ist

(p(2)), = p(e), und (p()),

pg),

Wir erhalten so kommutative Diagramme
(p(e)s (pe))y
k[G] —— K[G] k[G] —— Kk[G]
q)*T Tq)* undq)*T Tq)* (2)
k[G’] % k[G’] k[G’] M k[G’]
Nun ist ¢ ein Gruppen-Homomorphismus, d.h. fur x, g € G gilt

R = = . :R s
( g_1X) d(xg) = d(x)*d(2) ¢(g)_1(¢(X))
also

oR =R oQ,
PRt =Ry
also
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*

p(e)o* = Rg-1°¢* =R "

och)*
Foce ! »
=% Ry
= 0*°p(¢(2))
= 0*op(g’)
Damit ist das folgende Diagramm kommutativ.
p(g)
k[G] —— kI[G]
01 fos
p(g’)

k[G'] —— Kk[G’]
Das bedeutet, p(g) ist gerade die durch p(g’) auf dem Faktorraum induzierte Abbildung
p(g’). Die kommutativen Diagramme (2) bekommen so die Gestalt

p(2)g P(Sy
k[G] —— KkI[G] k[G] —— KkI[G]

q)*T Tq)* und q)*T Tq)*
kg ") P(P(2))g KIG] KIG'] P(P(2)y K(G']

In den nachfolgenden Rechungen tritt der Index § auf, welcher gleich s oder gleich u
sein kann, d.h. diese Rechnungen gelten gleichermallen fur den halbeinfachen Teil

(§=s) wie auch fur den unipotenten Teil (E=u).

Fur £ € k[G’] und xEG ist

p(g)E(q)*(f’))(x) = p(g)E(f’I G) (¢* ist die Einschrankung auf G)
= p(gE) I G) (nach Definition von gE)
=1(xe gE) (nach Definition von p)

und mit g’ := ¢(g):
q)*(p(g’)E(f’))(x) = (p(g’)gf’)(x) (¢* st die Einschrankung auf G und xEG)
= (p(g’E) f)(x) (Definition von gE)
= (g’
Dabei ist p(g’) die Rechtstranslation auf k[G’], d.h. p(g’)E ist der halbeinfache bzw.
unipotente Teil der Rechtstranslation p(g’) auf k[G’] und g’:g der halbeinfache bzw.

unipotene Teil von g’ in G’.
Wegen der Kommutativitat des linken bzw. rechten Vierecks ist fur jedes x € G und
jedes f* € k|G’]
(xeg.) =1'(xg’.).
(xegg) = F'(xg’s)
Speziel fur x = e folgt
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f’ =1(g’.).
(gg) (g E)
Weil dies fur jedes f” € k[G’] gilt (also insbesondere fur die Koordinaten der beiden
Punkte), folgt
g% = g’g = q)(g)sé
Weil ¢: G & G’ die naturliche Einbettung ist, d.h. die identische Abbildung auf G,
konnen wir diese Identitat auch in der Gestalt
¢(gg) = ¢(g)§
schreiben. Damit gilt
d(g) = ¢(g) und (g ) =(g)
wie behauptet.
2. Fall: ¢: G —» G’ ist surjektiv.
Die induzierte Abbildung auf den Koordinatenringen
¢*: k[G’] & k[G]
ist injektiv. Weil ¢ ein Gruppen-Homomorphismus ist, gilt
d(xg) = (x)*h(g) furx, g € G,

also

R'l—R'1
PRg =Ry
also

p(g)od™ = d*op(h(g)).

Wir erhalten das kommutative Diagramm

p(g)
k[G] ——  k[G]
o+ o+
KIG] P(9(g) KIG']

sodaB3 wir k[G’] als p(g)-stabilen linearen Unterraum von k[G] betrachten konnen (mit

der Einschrankung p(¢(g)) auf k[G’]). Nach Bemerkung 2.4.7 (vii) erhdlt aus der
multipliktiven Jordan-Zerlegung

p(e) =p@ s p@),

die Jordan-Zerlegung von p(¢(g)) indem man die beiden Faktoren auf der rechten Seite
auf k|G’] einschrankt:

PO = PRy gy und P2, =P LGy
Analog zum ersten Fall erhalten wir kommutative Diagramme

P(2)g p(2)y
k[G] —— k[G] k[G] —— k[G]

o* g o* 3 undq)*\T o* g

K[G'] P(d(2))s KIG] KIG'] P(9(8)y KIG’

Die analogen Rechnungen wie am Ende des ersten Falls zeigen, es gilt
d(g) = 9(g) und ¢(g ) =(g) -
Genauer, fur f* € k[G’] und xEG ist

]
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p(g)§(¢*(f’))(X) = (p(g)E(f’°¢))(X) (Definition von ¢*)
= (p(gE)(f’oq)))(x) (nach Definition von gE)
=f ((j)(x-gE)) (nach Definition von p)

und mit g’ := ¢(g):
¢*(p(g’)§(f’))(X) = (p(g’)gf’)(d)(X)) (Definition von ¢*)
= (p(g’E) £)(d(x)) (Definition von gE)
= f’(d)(X)'g’E)
Wegen der Kommutativitat des linken bzw. rechten Vierecks ist fur jedes x € G und
jedes f* € k[G’]
f’(¢(X'g§)) =f’(¢(X)°g’§),
also
q)(x-gE) = q)(x)-g’E fur jedes x € G.
Speziell fur x = e erhalben wir (weil ¢ ein Homomorphismus ist)
¢(g§) = g’g = ¢(g)§ furE=sund E=u.
Zu (iii). Seien

G :=GL(V) mit V := k"
und

f:V—k

eine von O verschiedene Linearform. Weil das Standard-Skalarprodukt <, > des K
nicht entartet ist, d.h.

V— Homk(V, k), v <v,?7>
ist ein [somorphismus, hat f die Gestalt

f(x)=<v,.,x>= V}"X (Matrizen-Produkt)

f’

mit einem Vektor v ¢ €V - {0}. Wir betrachten die Abbildung

T:V—K[Gl,ve (g f(gv)).
Die Abbildung ist wohldefiniert, denn

T
f(gv) = vgegev
ist eine lineare Funktion der Eintriage der Matrix g € G = GL(V) = GL(k™) = GLn’
also fur jedes feste v € V eine regulare Funktion auf G. Auflerdem ist T(v)= V}-"g°V
eine lineare Funktion von v,
T:V— k[G] ist linear.

Furv € Ker(?) gilt V:frogw =0 fur beliebige g € G. Da v, # 0 ist, gibt es fur jedes 1

f

ein giEG mit V'fl“.gi = e’il“. Es gilt also e;l“.V =0, d.h. die i-te Koordinate von v ist 0. Da

dies fur alle i gilt, ist v =0. Wir haben gezeigt, Ker(?) ist trivial, d.h.
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T: V & K[G] ist injektiv.
Wir konnen V als k-linearen Unterraum von k[G] ansehen. Fur beliebige v € V und
beliebige g,x € G gilt

T(gv)(x) =f(xgv) = T(V)(x2) = (p(2) T (V))(x)
also

Tev =p@Tm),
d.h. das folgene Diagramm ist kommutativ

~yY

v 5 el
gl Toce)
v 2 kGl

fur jedes g € G, d.h. V ist ein p(g)-stabiler k-linearer Unterraum von k[G] und die

Einschrankung von p(g) auf V ist g. Nach Bemerkung 2.4.7 (vii) erhalt man aus der
Jordan-Zerlegung

p(g) =p@ s p@),
von p(g) durch Enschranken der Abbildungen auf V die Jordan-Zerlegung von g, d.h.
g =P/t undg =plg K-
Dabei sind g und g, die gewohnlichen halbeinfachen bzw. unipotenten Teile der

Matrix g im Sinne von 2.4.1 und der Bemerkung von 2.4.5, und p(g)s, p(g)u sind

diejenigen im Sinne von 2.4.7. Um sie von den halbeinfachen bzw lokal unipotenten
Teilen von 2.4.8 zu unterscheiden wollen wir sie im verbleibenden Teil des Beweises
mit g bzw gy bezeichnen.

Wir haben hier V mit dem Bild von V bei T identifiziert. Ohne die Identifizierung gilt
Tog. =p(e) T und Tog . =p(e) . T.
d.h. fur jedes v € V und jedes x € G ist
fxegov) = ’F(gs,-v)(x) (Definition von T)
= (Fog )W)
= ((p(g)s,°?)(V))(X) (nach 2.4.7(vi))

= (p@) TV

= (p(gs)?(v))(x) (Definition von g )
=(T(v)(xe g) (Definition von p)
= f(xe gS-V). (Definition von ?)

Die analoge Rechnung mit den lokal unipotenten Teil liefert das analoge Ergebnis.
Zusammen gilt
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f(X.gS’.V) - f(x-gsov) und f(X‘gu,‘V) = f(X°gu°V)

fur beliebige x € G, vE Vund f € Hornk(V, k). Insbesondere konnen wir fur f die
Koordinatenfunktionen X, einsetzen. Wir erhalten

Xeg sV = Xeg oV und Xeg oV =Xeg eV
und speziell fur x =e

gtV =8,V und gtV =8,

Fur v konnen wir den i-ten Standard-Einheitsvektor einsetzen und erhalten die
Gleichheit der i-ten Spalten der Matrizen. Da dies fur jedes i gilt, folgt

g =gundg’ =g .
Mit anderen Worten g, und g, stimmen mit dem halbeinfachen bzw. unipotenten Teil

der Matrix g im Sinne der Bemerkung von 2.4.5 uiberein.
QED.

2.4.9 Folgerung: Kriterium fur halbeinfache und unipotente Elemente

Seien G eine lineare algebraische Gruppe und g € G. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent.
(i)  gist halbeinfach (bzw unipotent).

(i)  Es gibt eine naturliche Zahl n und einen Isomorphismus ¢: G i) G C GLn

von G mit einer abgeschlossenen Untergruppe von GLn mit ¢(g) halbeinfach

(bzw. unipotent).
(1) Fur jeden Isomorphismus ¢: G i G C GLn von G mit einer abgeschlossenen
Untergruppe von GLrl ist ¢(g) halbeinfach (bzw. unipotent).
Beweis. (i) = (iii).
Ist g halbeinfach, so ist g = gs, also
de) =ag)
= (])(g)S (nach 2.4.8 (ii)),

d.h. ¢(g) ist halbeinfach.
Ist g unipotent, so ist g = g, also

d(g) =d(g)
=08, (nach 2.4.8 (ii)),
d.h. ¢(g) ist unipotent.
(iii) = (D).

Nach 2.3.7(1) gibt es eine naturliche Zahl n und einen Isomorphismus
$:G— G C GL_
von G mit einer abgeschlossenen Untergruppe von GLn' Nach Voraussetzung (iii) ist

dann ¢(g) halbeinfach bzw. unipotent.
(i) = (). Sei
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g=88
s “u
die Jordan-Zerlegung im Sinne 2.4.8 (i). Wir wenden den nach (ii) existierenden
Isomorphismus an und erhalten

P(g) = d(g ) o(g )
Nach 2.4.8 (ii) ist dies gerade die Jordan-Zerlgung von ¢(g).
Ist ¢p(g) halbeinfach, so gilt ¢(g) = ¢(gs), also q)(gu) =e. Weil ¢ ein Isomorphismus ist,
folgt g,=¢% also g = g d.h. g ist halbeinfach.

Ist ¢p(g) unipotent, so gilt ¢p(g) = (l)(gu), also q)(gs) = e. Weil ¢ ein Isomorphismus ist,
folgt g =6 also g = gy d.h. g ist unipotent.
QED.

2.4.10 Aufgaben
Wir verwenden die Bezeichnungen von 2.4.8.

Aufgabe 1
Seien G eine lineare algebraische Gruppe, g € G ein Element und

A G — GL(K[G])
(wie in 2.3.6.B) die Darstellung durch Linkstranslationen. Beweisen sie, es gilt

Mg) = Mg ) und AM(g) =A(g ).

Beweis. Sei GOP die Gruppe G mit der Multiplikation

op,, .—

Xe “Py 1= yeX.
Die Gruppen-Struktur ist wieder durch Morphismen von affinen Varietiten definiert.
Zum Beispiel ist die Multiplikation

T
1OP: GXG —5 GXG - G
von G°P die Zusammensetzung der Multiplikation w von G mit dem Morphismus

T: GXG — GXG, (x,y) B (V,X),

der die Faktoren vertauscht. Der Ubergang zun Inversen, wird dann zu einem
Isomorphismus

i: G — G°P bzw. i: G°P — G.

Fur g, x € G gilt

R 0 =xgl=(x =i ) =L o)
g g g
also
R =ioL of
g g
also
RgOi = i<>Lg (i ist selbstinvers)
also
R °i =i°L
gl gl
also
%k k

ep) = iR 1 =R ;o)=L _)*=L _jei* = M)t
g g g g

Wir erhalten ein kommutatives Diagramm



143

k[G] p(—g>) k[G]

1l I ()

Mg)

k[GOP] = k[G®P]
Nach Bemerkung 2.4.7 (vi) sind auch die folgenden Diagramme kommutativ.
P(8)s Py
k[G] — K[G] k[G] — k[G]

b lwme

Mg) M2y
KIGP] " KIGOP]  K[GOP] —" K[GOP]
Nach den Definitionen von g und g, in 2.4.8(i) konnen wir diese Diagramm auch in

der folgenden Gestalt schreiben.

p(gs) p(gy)
k[G] — K[G] k[G] — k[G]

b lwme g

A
k[GOP] 5 (©)s k[GOP]  k[GOP] = M kK[GOP]

Diese beiden Diagramme konnen wir (auf zwei Weisen) zu einem groB3eren Diagramm
zusammensetzen, in dessen oberer Zeile p(gs)-p(gu) bzw. p(gu)-p(gs) steht (in beiden

Fdllen in der oberen Zeile also p(g)). Durch Vergleich mit (1) erhalten wir - weil t ein
Isomorphismus ist -

Me) = M) M), = M) M), 3)

Ersetzen wir jetzt in (1) das Element g durch g Weil die Jordan-Zerlegung von g, die

Gestalt g =gre hat, bleibt dadurch das linke Diagramm (2) unverandert, wahrend in

der oberen Zeile des rechten Diagramms p(e) = id steht. In der unteren Zeile des rechten
Diagramm steht damit Mgs)u =id. Die Identitat (3) mit g anstelle von g hat also die

Gestalt

Mg =Mg) e =e-Mg)
Insbesondere gilt k(gs) = Mg)s.
Ersetzen wir schlieBlich in (1) das Element g durch &y Weil die Jordan-Zerlegung von
gy die Gestalt 2,78, hat, bleibt dadurch das rechte Diagramm (2) unverandert,
wiahrend in der oberen Zeile des linken Diagramms p(e) = id steht. In der unteren Zeile
des linken Diagramm steht damit Mgu)s =id. Die Identitét (3) mit g, anstelle von g hat
also die Gestalt

Mg ) =eMg) =Mg) e
Insbesondere gilt )\(gu) =Mg) u
QED.
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Aufgabe 2
Sei G eine lineare algebraische Gruppe. Zeigen Sie, die Menge Gu der unipotenten
Elemente von G ist abgeschlossen in G.

Beweis. Nach 2.3.7(i) konnen wir annehmen, G ist eine abgeschlossene Untergruppe
einer GLn’

Go GLn.
Nach 2.4.9 gilt
Gu =G (GLn)u.
Es reicht also zu zeigen, daf} (GLn)u. abgeschlossen ist in GLn’ d.h. wir konnen

annehmen,
G= GLn.

Nach 2.4.8 (iii) besteht dann Gu aus den Matrizen a € GLn fur welche
a’:=a-1
nilpotent ist,
Gu = {1+a € G | a% = 0 fur eine naturliche Zahl s }.

Sei a ein nilpotenter k-linearer Endomorphismus von V = k™. Dann ist a: V. —s V nicht
surjektiv (denn dann wire a ein Automorphismus von V und konnte unmoglich
nilpotent sein). Deshalt ist a(V) echt enthalten in V,

a(V) C V,dima(V) <dim V. (D
Zeigen wir durch Induktion nach der Dimension n von V, daf} dann auf jeden Fall die n-
te Potenz von a gleich O ist:

a = 0. (2)

Induktionsanfang: n = 1.
Nach (1) ist dim a(V) < dim V =1, also dim a(V) =0, also a(V) =0, also a = 0. Es gilt
die Behauptung (1).
Induktionsschritt: n > 1.

Wegen a(a(V)) C a(V) ist a(V) ein a-stabiler Unterraum und die Einschriankung von a

auf a(V) ist ebenfalls nilpotent. Wegen dim a(V) < dim V gilt nach
Induktionsvoraussetzung

dim a(V) _
(aIa (V)) =0
also wegen dim a(V) < dim V =n, d.h. dim a(V) < n-1 auch
n-1_
(ala(v)) - 07

also 0 = an'l(a(V)) =a(V), also a™ = 0.

Damit ist (2) bewiesen. Es folgt
G, ={l+a€Gla"'=0}
=la€GIl(@H"=0}
Die Eintrage der Matrix (a-1) = 0 sind Polynome in den Eintragen der Matrix a. Durch
die Bedingung (a-1)™ = 0 ist eine abgeschlossene Teilmenge von G = GLn definiert.
QED.
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Aufgabe 3
Zeigen Sie anhand von Beispielen, daf die Menge Gs der halbeinfachen Elemente einer

linearen algebraischen Gruppe weder offen noch abgeschlossen sein muf3.
Beweis. Nach 2.3.7(i) konnen wir annehmen, G ist eine abgeschlossene Untergruppe
einer GLn’

Go GLn.
Nach 2.4.9 gilt
Gs =G (GLn)S.
Ist die lineare algebraische Gruppe G eins der gesuchten Gegenbeispiele, d.h. ist GS
nicht offen (bzw. nicht abgeschlossen) in G, so kann auch (GLn)s nicht offen (bzw.

nicht abgeschlossen) in GLn sein. Wir sollten also die Gegenbeispiele unter den

Gruppen G der Gestalt
G=GL
n
suchen.
Der Fall n = 1:

Fur jede 1x1-Matrix ist jeder von O verschiedene Vektor von k! =k ein Eigenvektor.
Jede Matrix von GL1 ist halbeinfach, d.h. es gilt

GS = (GLl)s = GLl =G.
Die Menge GS ist sowohl abgeschlossen als auch offen in G. Wir erhalten kein

Gegenbeispiel.

Der Fall n = 2.

Betrachten wir die folgende abgeschlossene Teilmenge von G = GL2.
1c

Fi={a=(3,) €Glaj=a=la, :0}:{(0 1) lc e k}

Dies ist eine zur additiven Gruppe Ga isomorphe Untergruppe, denn es gilt

ey ey /1c’+¢”

o1 )lo1)=lo 1 )
Wire GS offen in G, so wire Gsﬂ Foffenin F = Ga = Al Wegen der Eindeutigkeit
der Jordan-Zerlegung gilt aber

10
GNFC GG, ={(y, -

und die einpunktigen Mengen sind nicht offen in AL Deshalb ist

GS nicht offen in G = GL2.

Zeigen wir, daf} GS auch nicht abgeschlossen in G ist. Dazu betrachten wir die Menge

U :={ a€& G ahat zwei verschiedene Eigenwerte }.
Weil 2x2-Matrizen mit linear unabhéngigen Eigenvektoren halbeinfach sind, gilt
UC G, CG

Es reicht zu zeigen,
U ist offen in G = GL (1)

2’
denn als nicht-leere offene Teilmenge der irreduziblen Varietit GL, liegt dann U dicht

2
in G. Wire GS abgeschlossen, so wurde
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G=I_JQGS§G,

11
also GS = G gelten, was nicht stimmt, denn ( 01 ) € G ist unipotent, also nicht

halbeinfach, liegt also nicht in GS. Deshalb kann GS nicht abgeschlossen sein in G.
Wir haben noch (1) zu beweisen. Dazu verwenden die Eigenschaften der Resultante
a.a a
( 021 4y \
ayay - a

Res(f,g) = det b b . .b 2)

zweier Polynome

m-1 1

L _.n -
f(x) =x +a1 X +...+am , g(x) =x +b1 X +...+bnEk[x].

Dabei sollen a, = bO = 1 fur die hochsten Koeffizienten von f bzw. g stehen. Die Matrix

auf der rechten Seie von (2) soll eine (m+n)X(m+n)-Matrix sein. Die erste Zeile enthalt
die Koeffizienten von f, gefolgt von Nullen. Die ersten n Zeilen enthalten ebenfalls die
Koeffizienten von f, wobei in der jeweils nachfolgenden Zeile eine zusatzliche Null
vorangestellt ist. Die letzten m Zeilen sind in analoger Weise mit den Koeffizienten von
g belegt (mit vorangestellten und angefugten Nullen).

Die Resultante hat die Eigenschaft, genau dann gleich 0 zu sein, wenn die beiden
Polynome eine gemeinsame Nullstelle besitzten (vgl. Jacobson [4], Kapitel 5, Abschnitt
5.4, Satz 5.7 oder Lang [2], Kapitel V, §10, Folgerung von Proposition 4, oder van

der Waerden [1], Band I, Kapitel 5, §34). Die Bedingung, daf} die Matrix a € GL2

zwei verschiedene Eigenwerte besitzt, ist dquivalent dazu, da das charakteristische
Polynom von a,

Xa(x) =det (x*1-a)
zwei verschiedene Nullstellen besitzt, d.h. Xy und die Ableitung X,a haben keine
gemeinsame Nullstelle, d.h.

Res(xa, X’a) #= 0.

Damit ist U die durch Res(xa, X’a) definierte offene Hauptmenge von G. Insbesondere

gilt (1).
Ein weiteres Gegenbeispiel.
Sei

ab
G=T,= {(0 C) €GL,}
die lineare algebraische Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen in GL2 (Beispiel 4 (c) von

2.14). Die offene Teilmenge

Uz{(SIZ)ET2Ia#c}
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liegt dicht in der irreduziblen Menge T2 (vgl. 2.2.2 Aufgabe 1) und besteht aus
halbeinfachen Matrizen,
U C GS - T2.

Wire GS abgeschlossen in T, so wire GS = T,. Das steht im Widerspruch dazu, daf3

11
(o1)
in T2 aber nicht in GS liegt. Ware GS offenin T

2 2

das unipotente Element

27 SO ware die einelementige Menge

GsmGu ={e}

offen in

1b a1
Gu_{<01)lb6k}=A,

was offensichtlich nicht der Fall ist.
QED.

2.4.11 Beispiel: Jordan-Zerlegung und F-Strukturen
Seien F ein Teilkorper von k und G eine F-Gruppe. Fuir x € G(F) brauchen X und Xy

nicht in G(F) zu liegen. Wir geben hier ein Beispiel an. Wir nehmen an,

char(k) = 2 und F = F2,
d.h. F ist nicht perfekt. Seien

G:= GL2 und a € F-F2.
01y ..
Dann hat (a 0 ) die Jordan-Zerlegung

(01)_(\/50).(0 1/\/5)

"o o

a0 042)\Wa 0 \Va 0 0 Va
denn
( -1 1/\/2_1).( -1 1/\/2—1) = ( 2 _2/\/5) = (0 O) (wegen char(k) = 2).
Va -1 ) \Wa -1 2afa 2 00
Der halbeinfache Teil

\Va 0
0 va
01
von (a O) liegt nicht in G(F). Ist F ein perfekter Korper liegen halbeinfacher und

unipotenter Teil eines Elements von G(F) ebenfalls in G(F). Wir verschieben den
Beweis (siehe 12.1.7 (¢)).

2.4.12 Unipotente algebraische Gruppen

A. Definition

Eine lineare algebraische Gruppe G heif3t unipotent, wenn alle ihre Elemente unipotent
sind.

Beispiel

Die lineare algebraische Gruppe

Un ={ (Xij) € Tn I X, = Ifuri=1,..,n}
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der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen von 2.1.4 Beispiel 4 (d) ist unipotent.
Bemerkung

Wir zeigen jetzt umgekehrt, daf} jede Unipotente lineare algebraische Gruppe isomorph
ist zu einer Untergruppe einer Un'

B. Proposition: Einbettung der unipotenten Gruppen in die Gruppen Un

Sei G eine Untergruppe von GLn’ welche aus unipotenten Matrizen besteht. Dann gibt

esein x € GLn mit xGx ™ C Un'

Beweis.
1. Schritt. Reduktion des Beweises auf den Beweis der folgenden Aussage.
Fiur jeden endlich-dimensionalen k-Vektorraum V und jede Untergruppe
G C GL(V),
welche aus unipotenten Endomorphismen besteht, gibt es eine vollstandige'®
Fahne von k-linearen Unterraumen,

O=VOCV1C...CVH=V,
welche stabil sind gegenuiber allen Endomorphismen aus G, (1)
a(Vi) C Vi fur alle i und alle a € G.

Ist namlicht Vl,...,Vn € V eine mit der Fahne vertragliche Basis, d.h.

V.=Kkev +...4kev. furi=0,...,n
1 1 1

und x: V — V der k-lineare Automorphimus, welcher die Basis der \A in die Basis der

Standard-Einheitsvektoren uberfuhrt,
Xev, =e.,

so gilt fura € G:
xax'lei= xav, (Definition von x)
i
=xe Y c.ov. (wegena(V.) C V)
i=1 J ] 1 1

i
= Y c.e. (Definition von x)
2
J_
Identifizieren wir die k-lineare Abbildung xax™1

1

mit der zugehorigen Matrix bezuglich

der Basis der €., S0 ist xax~ e gerade die i-te Spalte der Matrix xax™1. Wir haben also

1

gezeigt, hochstens die ersten i Koordinaten der i-ten Spalte von xax™ "~ sind ungleich O.

Da dies fur alle i gilt, ist xax'1 eine obere Dreiecksmatrix. Dies gilt fur alle a € G, d.h.
xGx‘1 besteht aus oberen Dreiecksmatrizen,
xGx ! C Tn'

Nun sind nach Voraussetzung alle Elemente a € G unipotent, d.h. a-1 ist nilpotent.
Dann ist aber auch

' Es lassen sich keine weiteren Raume in die Fahne einfugen, ohne daB diese aufhort echt aufsteigend
zu sein, d.h. die Dimension benachbarter Raume unterscheidet sich um 1, d.h. dimk V. =1ifur alle i.
i
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xax L -1 = xe(a-1)ox"] )

nilpotent. Die Eintrage auf der Hauptdiagonalen der nilpotenten oberen Dreieckmatrix

(2) muissen somit samtlich gleich O sein. Die von xax”! sind also alle gleich 1, d.h. es
ist
xGx ! C Un.

Zum Beweis der Behauptung reicht es also, Aussage (1) zu beweisen.
2. Schritt. Beweis von Aussage (1).

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach n :=dim V.
Induktionsanfang: n = 1.

Im Fall dim V =1 ist

oCv
die einzige vollstindige Fahne von V. Da die Raume 0 und V beide GL(V)-stabil sind,
sind sie stabil bei jeder Untergruppe von GL(V), also auch bei G.
Induktionsschritt: n > 1.
Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Fall. Es gibt einen G-stabilen Unterraum W C V, der von 0 und V verschieden ist.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann eine vollstandige Fahne
O=VOCV1C...CVd=W
aus G-stabilen Unterraumen Vi furi=0,...,d. Jedes Element a € G induziert einen k-

linearen Automorphismus auf dem Faktorraum V:= V/W. Wegen W # 0 gilt
n-d=dimV<dim V.
Weil fur jedes a € G der k-lineare Endomorphismus a-1 von V nilpontent ist, ist auch

der auf V induzierte Endomorphismus nilpotent. Die Gruppe G operiert also auf V
durch unipotente Automorphismen. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine
vollstandige Fahne

0=V,CV,C..CV_,=V

von G-stabilen k-linearen Unterraumen von V. Sei p: V —s V die natiiliche Abbildung
auf den Faktorraum. Wir setzen

N Iy N )
V+i.—p (Vi)furl—O,...,nd.

d
Man beachte fur i = 0 erhalten wir p'l(vo) = p'l(O) =Ker(p)=W=V 4’ d.h. die neue
Definition von V | stimmt mit der alten uberein. Auerdem ist auf Grund der exakten

d
Sequenz
0—W—V—5V_—0
auch fur1=0, ..., n-d die Sequenz

0—W—V, . —V.—0
d+i i
exakt, d.h. es ist
dimV, . =dimW+dimV,=d +i.
d+i 1
Wir erhalten somit eine vollstandige Fahne

O=VOCV1C...CVH=V.
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von k-linearen Unterraumen. Furi=1,..., d ist Vi nach Wahl G-stabil. Wir haben zu

zeigen, dies ist auch fur i = d+1, ... , n der Fall. Nach Definition des k-linearen
Automorphismus E, der durch a € G auf V induziert wird, ist das Diagramm
a
V — V
ol e
— a —
V — V
R R A
kommutativ. Fur x € V gei=P (Vi) gilt
pa(x)) = a(p(x)) € Z(Vi) (nach Wahl von x)
- Vi (Tfi ist a-stabil)

also
Ao
Wir haben gezeigt a(V d+i) cv dti fur fur jedes a € G, d.h. die V

stabil.
2. Fall. Es gibt keinen G-stabilen k-linearen Unterraum der echt zwischen O und V liegt.
Sei

. sind ebenfalls G-
d+i

A= SkoC Endk(V)

oceG
die von den Elementen von G erzeugte k-Teilalgebra von Endk(V). Die naturliche

Modulstruktur von V uiber Endk(V),
End, (V) XV — V. (f, V) b f(V),

definiert iiber die natirliche Einbettung A & Endk(V) auf V die Struktur eines A-

Moduls. Auf Grund der Voraussetzung des zweiten Falls ist V uber A ein einfacher A-
Modul. Weil k algebraisch abgeschlossen ist, gilt nach dem Satz von Burnside A.3.3.3
A=End, (V). 3)

Nach Voraussetzung besteht G aus unipotenten Endomorphismen, d.h. fur jedes a € G
ist a-1 nilpotent. Es gilb also eine vollstandige Fahne'’

0=VOCV1 C---CVn=V
von V mit (a-l)(Vi) C Vi-l furi=1,..., n, d.h. die Matrix von a-1 bezuglich einer mit

der Fahne vertraglichen Basis ist eine obere Dreiecksmatrix, auf deren Hauptdialgonalen
Nullen stehen. Insbesondere erhalten wir fur die Spur

Tr(a) = Tr(1) + Tr(a-1) =n+ 0 =n=dim V.
Es gilt also

17 Weil a-1 nilpotent ist, ist fir jeden (a-1)-stabilen Unterraum W das Bild (a-1)(W) ein stabiler
Unterraum echt kleinerer Dimension. Ist dimk f(W) = dim Wk-2 so kann man einen Unterraum W’

wihlen der zwischen f(W) und W liegt,
fW)CW CW,

mit dimk W’ = dimk W - 1. Dieser ist automatisch invariant, denn wegen W> (C W gilt

foW) W) C W
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Tr(a) = n fur jedes a € G.
Man beachte, die Fahne (4) hangt von der Wahl des Elements a € G. Die Folgerung,

dal die Spur von a gleich n ist, gilt fur alle a € G gleichermalen.
Weil die Spur eines Endomorphismus eine lineare Funktion des Endomorphismus ist,

folgt fur je zweia,bE G

Tr((1-a)b) = Tr(b - ab) = Tr(b) - Tr(ab) =n -n =0.
Aus demselben Grund bleibt diese Identitit richtig wenn wir b durch eine beliebige
Linearkombination von Elementen aus G ersetzen (mit Koeffizienten aus k). Wegen (3)
gilt damit

Tr((1-a)b) = 0 fur beliebiges a € G und beliebiges b € A = Endk(V).

Wir fixieren irgendeine Basis e € € V von V und identifizieren die k-linearen

1
Endomorphismen von V mit den zugehorigen Matrizen. Fur jede nxn-Matrix A konnen
wir deren Spur mit Hilfe der Matrizeb-Multiplikation ausdriicken:

nr
Tr(A) = E e -A-ei.
i=1
Es ist also

n
0=Tr((1-a)b)= 3 erir-(l—a)-b‘ei furaeGundbE Endk(V).
i=1
Fur vorgegebenes a € G und vorgegebene 1 und j konnen wir b derart wéhlen, daf} gilt
b-ei = ej und b-eV =0 fur jedes von i verschiedene v.
Damit gilt
0= erir-(l—a)-ej fura € G,

und zwar fur beliebige i und j (da wir fur jedes Paar (i, j) ein passendes b wahlen
konnen). Da bedeutet aber, der Eintrag der Matrix 1-a in der Position (i,j) ist gleich O -
fur alle i und alle j. Damit ist 1-a=0, also a= 1.
Wir haben gezeigt,

G = {1}.
Dann ist aber jeder k-lineare Unterraum von V ein G-stabiler Unterraum. Da 0 und V

die einzige G-stabilen Unterraume sein sollen, folgt dimk V = 1. Wir sind in der

Situation des Induktionsanfangs, fur welche die Behauptung trivialerweise gilt.
QED.

2.4.13 Nilpotente und auflosbare Gruppen

2.4.13 A Definitionen

Sei G eine Gruppe. Fur Elemente x, y € G bezeichnen wir wie bisher mit
(X,y) = xyx ly_1
den Kommutator von x und y. Die Gruppe G heif3t nilpotent, wenn es eine naturliche

Zahl n gibt mit der Eigenschaft, da} fur jeweils n Elemente x ..,XnEG alle

1
Kommutatoren der Ordnung n-1,

(Xl’("'(xn—l’ Xn)...)) =e
gleich dem neutralen Element e der Gruppe G sind.Die Gruppe G heif3t auflosbar, wenn
es eine endliche Folge
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G=GODG13...DGr={1}

von Untergruppen von G gibt mit folgenden Eigenschaften,

1. Gi ist Normalteiler von Gi_lﬁlr i=1,...r.

2. Gi—l/Gi ist eine abelsche Gruppe furi=1,...,r.

Seien A und B zwei Untergruppen der Gruppe G. Dann heilt die von den
Kommutatoren
(a,b) := aba™'b™! mita € A und bEB
erzeugte Untergruppe Kommutator von A und B und wird mit
(A.B) _

bezeichnet. Weiter definieren wir die iterierten Kommutatoren G®) der Gruppe G furi=
0, 1, 2, ... induktiv wie folgt.

¢ =g

¢V =@cG.06

G(1+1) - (G(l), G(l)).
SchlieBlich verwenden wir noch die folgenden Bezeichnungen.

Glo =g=g©®

clll =@, ¢ =cD

gli+1l._ (G, G[i])

Wir wollen diese Untergruppen auch potenzierte Kommutatoren nennen.

Bemerkungen

(1)  Das Bild eines Kommutators zweier Elemente bei einem Gruppen-Homomorphis-
mus und bei einem Anti-Homomorphismus ist ein Kommutator. Insbesondere ist
das Inverse eines Kommutators ein Kommutator.

(i) Der Kommutator (G, G) einer Gruppe G mit sich selbst ist ein Normalteiler. Es
ist der kleinste Normalteiler N von G, fur welchen die Faktorgruppe G/N abelsch
ist. Genauer:

1. (G, G) ist ein Normalteiler von G mit G/(G, G) abelsch.
2. Fur jeden Normalteiler N von G mit G/N abelsch gilt (G,G) C N.
(iii) Fur je zwei Elemente a, b einer Gruppe G gilt
@byl = (b, ).
Sind A, B zwei Untergruppen einer Gruppe G, so gilt
(A, B) = (B,A).
(iv) Eine Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn es eine naturliche Zahl n gibt mit
G = fe).

(v)  Eine Gruppe G ist genau dann nilpotent, wenn es eine naturliche Zahl n gibt mit
Gl = o).

(vi) Fur jede naturliche Zahl n ist G die von den Kommutatoren der Ordnung n von
G erzeugte Untergruppe.

(vii) Es gilt Glnl D) GM fur jedes n. Insbesondere sind nilpotente Gruppen auflosbar

Beweis. Zu (i) und zum ersten Teil von (iii). Seien h: G — G’ ein Gruppen-

Homomorphismus und x,yEG. Dann ist

_ h((x,y)) = h(xyx”ly™!) = hx)h(y)+h(0 L +h(y) = (h(x), h(y)
ein Kommutator in G’.

Sei jetzt h: G — G’ ein Anti-Homomorphismus (d.h. h(ab) = h(b)h(a), also h(1) = 1
und h(a'l) = h(a)'l). Dann gilt
h((x.y) = h(xyx Ty = by HhHheoney) = hy HeHe Dy a1y !
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. = (hy 1, hx by,
d.h. wir erhalten wieder einen Kommutator.

Ist h speziell die Abbildung G — G, X » x'l, so erhalten wir
xy) ! = (y.x),

d.h. das Inverse eines Kommutators ist ein Kommutator. Auflerdem ist damit auch der
erste Teil von Bemerkung (iii) bewiesen.

Zu (ii). Die Gruppe (G, G) besteht aus allen endlichen Produkten von Kommutatoren
von Elementen von G. Man beachte, auf Grund der letzten Aussage von (i) bilden diese
Produkte tatsachlich eine Untergruppe.

Ebenfalls nach (i) geht ein Kommutator bei einem inneren Automorphismus der Gruppe
in einen Kommutator iber. Deshalb gilt

x+(G,G)x1 C (G.G)
fur jedes x € G, d.h. (G,G) ist ein Normalteiler von G.
Nach Definition gilt fur beliebige x, y € G:
xy-y0) T =xycly € 6,6)
also
xy € (G,G)yx

=yx+*(G,G) (weil (G,G) ein Normalteiler ist)
also
xy = yx mod (G,G),

d.h. G/(G,G) ist eine abelsche Gruppe.
Sei jetzt N C G ein Normalteiler von G, fir welchen G/N abelsch ist. Wir bezeichnen
mit

p:G— G/N, g » g°N,

den naturlichen Homomorphismus auf die Faktorgruppe. Dann gilt fur beliebige x,y €
G:

XyX 1y'loN = p(xyx'ly'l) (nach Definition von p)
= p(x)e p(y)e* p(x)'l- p(y)'1 (weil p ein Homomorphismus ist)
=p(e) (weil G/N abelsch ist)
=e*N (nach Definition von p)
=N
also
(x,y) EN.

Da dies fur beliebige x,y € G gilt, folgt (G, G) & N. Damit ist (G,G) der kleinste

Normalteiler von G mit abelscher Faktorgruppe.
Zu (iii). Der erste Teil der Aussage,

@bl =b.a) (1)
wurde bereits zusammen mit Bemerkung (i) bewiesen. Beweisen wir den zweiten Teil.
Nach Definition ist

(A,B)=<(x,y)IxEAundyEB >
die von den Elementen der Gestalt (x,y) mit X € A und y € B erzeugte Untergruppe,
also die Menge aller endlichen Produkte von Elementen der Gestalt
(x, y) und (x, y)'1 mit x € Aund y € B.
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Wegen (1) ist (A, B) gleich der Menge aller endlichen Produkte von Elementen der
Gestalt
(X, y) und (y, x) mit x € A und y € B.

Diese letzte Beschreibung ist symmetrisch in A und B, d.h. es gilt
(A, B) =(B, A).
Zu (iv). Sei G eine auflosbare Gruppe und

G=GODG13...DGr={1}

eine Folge von Untergruppen wie in der Definition der Auflosbarkeit gefordert. Zeigen
wir durch Induktion nach j, dal dann

G, I C )V 2)
gilt fur jedes i und jedes j.

Induktionsanfang: j = 0.
Es gilt

(D2
(Gi—l) - (Gi—l ’ Gi—l) - Gi
wobei die rechte Inklusion besteht, weil Gi—
nach (i1)).

Induktionsschritt: j > 0.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt

G, )V G 3)

1/Gi nach Voraussetzung abelsch ist (und

also
(Gi—1)0+1) = ((Gi_l)(]), (Gi— 1)(]) ) (nach Definition des iterierten Kommutators)

C (69, @) nach 3

= (Gi)(j) (nach Definition des iterierten Kommutators)
Damit ist (2) bewiesen. Es folgt
G0 = (GO)(j) - (Gl)(i'l) C..C (Gj)(o) =G fur jedes |.
Fur j = r ist damit
G = G_= {1},
Die Bedingung ist also notwendig.

Sei jetzt umgekehrt G = (1) fur irgendeine naturliche Zahl n. Wir betrachten die
Folge von Untergruppen

6= DDy,

Wegen G+ .- (G(l), G(l)) ist GU+D) Normalteiler in G , und die Faktorgruppe
G, gli+1)
ist nach (i1) abelsch. Damit ist G auflosbar. Die Bedingung ist hinreichend.
Zu (v). Sei G nilpotent, d.h. es gebe ein n derart, daf} alle Kommutatoren
(Xl’("'(xn—l’ Xn)...))

der Ordnung n-1 von Elementen aus G gleich e sind. Nach Definition wird Gl von
Kommutatoren der Ordnung i erzeugt. Im Fall i = n sind diese Erzeuger alle gleich e. Es
ist also

G- = gey.
Die Bedingung ist notwendig.
Sei umgekehrt

M = ey
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fur eine naturliche Zahl n. Wir haben zu zeigen, G ist nilpotent. Dazu reicht es furi =1,

2,3, ... zu zeigen, jeder Kommutator der Ordnung i liegt in Gl (denn dann sind alle
Kommutatoren der Ordnung n gleich e). Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach
der Ordnung i.

Induktionsanfang: i = 1.

Jeder Kommutator der Ordnung 1 hat die Gestalt (x, y) mit x, y € G. Es gilt

(x,y) € (G, G) = gl1],
Induktionsschritt: 1 > 1.
Jeder Kommutator der Ordnung 1 hat die Gestalt
(x, y) oder (y, Xx)
mit X € G und einem Kommutator y der Ordnung i-1. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt

yeali-ll,
also
(x.y) € (G, Gl = gli],
Weil Gl eine Gruppe ist, gilt dann aber auch
(.0 = (x, ! € Gl
Wir haben gezeigt, die Bedingung ist auch hinreichend.

Zu (vi). Die Aussage ergibt sich aus dem Beweis von (V).
Zu (vii). Es reicht zu zeigen, es gilt

G[n] D) G(n)
fur jedes n. Die verbleibende Aussage ergibt sich dann aus (iv) und (v). Wir beweisen
die Inklusion durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: n=0 und n = 1.
Nach Definition gilt

G0l _ G = GO
und

clll= @G, 6)=c.
Induktionsschritt: n > 1.

Es gilt
glnl _— (G, G[n-l]) (nach Definition von G[n])
2 (G, (-1 ) (nach Induktionsvoraussetzung)
D 6™ gDy (wegen G D gD
=g (nach Definition von G(n))
QED.

2.4.13 B Nilpotenz und Auflosbarkeit unipotenter Gruppen

Jede unipotente lineare algebraische Gruppe ist nilpotent, also auflosbar.
Beweis. Sei G eine unipotente lineare algebraische Gruppe. Nach 2.3.7 (i) konnen
wir annehmen, G ist eine abgeschlossene Untergruppe der GLn’

GCGL. .
n

Nach 2.4.12.B konnen wir sogar annehmen, G ist eine abgeschlossene Untergruppe
einer U _,
n

G C Un'
Es reicht deshalb zu zeigen, daf} Un nilpotent ist. Der Beweis ergibt sich damit aus der

Bemerkung hinter der Losung von Aufgabe 4 von 2.1.5.
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QED.

2.4.14 Satz von Kostant-Rosenlicht

Sei G eine unipotente lineare algebraische Gruppe und X ein affiner G-Raum. Dann
sind alle Orbits von G in X abgeschlossen.

Beweis. Sei O ein Orbit von G in X. Wir konnen X durch die AbschlieBung O des
Orbits O ersetzen und so erreichen, dafl

O dichtin X
ist. Nach 2.3.3(i) ist O offene Teilmenge von X. Wir betrachten die abgeschlossene
Menge

Y =X-0

und deren Ideal I(Y) C k[X] im Koordinatenring von X. Weil G auf Y operiert, ist

I(Y) ein G-stabiler k-linearer Unterraum von k[X]. Nach 2.3.6 A (i) operiert G lokal

endlich auf I(Y). Deshalb gibt es ein f € I(Y) - {0} welches bei G fest bleibt,
gef=ffurgeG."

Deshalb ist f konstant auf dem Orbit O. Weil O dicht liegt in X, ist f konstant auf X. Mit

anderen Worten, das Ideal I(Y) enthilt eine Konstante von k[X]. Damit gilt
I(Y) = k[X].

Deshalb ist Y die leere Menge, also O = X = O. Das Orbit ist abgeschlossen.

QED.

2.4.15 Aufgabe
Sei G eine Untergruppe der GLIl = GL(k™), welche in irreduzibler'® Weise auf k™

operiert. Zeigen Sie, der einzige unipotente Normalteiler von G ist die triviale
Untergruppe.
Beweis. Wir setzen

V=kM
Sei N ein unipotenter Normalteiler von G. Nach 2.4.12.B gibtes ein § € GLn mit E'l

NE C Un. Die Untergruppe
gINg

besteht aus oberen Dreiecksmatrizen, deren Eintrage auf der Hauptdiagonalen gleich 1
sind. Insbesondere gilt

E'lxi-el =e, fur jedes x €N,
also

xE-el = E-el fur jedes x €N,

'8 Wir fixieren einen G-stabilen von 0 verschiedenen k-linearen Unterraum W C I(Y) endlicher

Dimension. Durch Wahl einer Basis von V erreichen wir, dal G auf W durch Matrizen auf W operiert.
Weil die Jordan-Zerlegung mit Homomorphismen algebraischer Gruppen vertraglich ist (nach 2.4.8(ii)),
operiert G durch unipotente Matrizen auf V. Durch Wechsel der Basis erreichen wir, daf} diese Matrizen
in U(n) liegen (vgl. 2.1.4 Beispiel 4 (d)). Die Matrizen von U(n) lassen aber den ersten Einheitsvektor
fest.

" Die Darstellung G —» GLn soll irreduzibel sein, d.h. es gibt keinen G-stabilen

Unterraum, der echt zwischen 0 und k™ liegt.
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Mit v = E-el € V-{0} folgt

xev = v fur jedes x € N.
Weil N ein Normalteiler von G ist, gilt g'lNg C N fur jedes g € G, also auch
g'lxgov = v fur jedes x € N und jedes g € G.
also

xegv = gv fur jedes x € N und jedes g € G.
Damit operieren die Elemente von N wie die identische Abbildung auf den Vektoren der
Gestalt

gvmitg €G,
und damit auch auf dem von diesen Vektoren erzeugen k-linearen Unterraum,
xw = w fur jedes x ENund jedesw EW := ¥ keov
oceG

Nach Voraussetzung ist V als Modul uiber der von G erzeugten k-Teilalgebra

A= YkoC Endk(V)
oG
von Endk(V) einfach. Nach dem Satz von Burnside A.3.3.3 gilt

A= Endk(V).

Weil der Vektor v € V ungleich 0 ist, gibt es fur jedes Element von V eine k-

Linearkombination von Elementen aus G, welche v in dieses vorgegebene Element von
V uberfuhrt. Mit anderen Worten, es gilt W = V. Die Multiplikation mit einem

beliebigen x € N definiert auf V die identische Abbildung, d.h. es gilt
N={1} C GLn'
QED.

2.5 Die Rekonstruktion einer Gruppe aus ihren Darstellungens

Die Ergebnisse dieses Abschnitts werden nachfolgend nicht verwendet. Sie illustrieren
die elementare Theorie der linearen algebraischen Gruppen.

Wir verwenden die Bezeichnungen der vorangehenden Abschnitte. Wie bisher seien

ein algebraisch abgeschlossener Korper und
G
eine lineare algebraische Gruppe (uiber k).

2.5.1 G-Moduln und G-Homomorphismen

Wir erinnern daran, eine rationale Darstellung einer linearen algebraischen Gruppe G
(Uiber k) ist ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum V zusammen mit einem
Homomorphismus algebraischer Gruppen

Iy G — GL(V).

Wir sagen in diesem Kontext auch, V ist ein G-Modul (vgl. Beispiel 3 von 2.3.2). Wir
bezeichnen mit

1
den trivialen G-Modul, d.h.
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I=kund rI(g) =1 fur jedes g € G.

Ein Homomorphismus von G-Moduln ®:V — W ist eine k-lineare Abbildung, welche
aquivariant ist bezuglich G, d.h. es gilt
(I)O(rv(g)) = rW(g)OCI) fur jedes g € G,

d.h.
CI)(rV(g)-V) = rw(g)CI)(V)) furveVundge G

(oder auch abkiirzend ®(gev) = ge®P(v) fur ge Gund v E V).

Bemerkungen
(i) IstVein G-Modul, so ist auch der duale k-Vektorraum

v
vV = Homk(V, k)
ein G-Modul. Ist namlich

v
<, > VxV —k<v,l>p lv),
die Dualititspaarung, so ist die rationale Darstellung

v
rVV: G— GL(V)

definiert durch die Bedingung®
v
<rV(g)(x), rvv(g)(u) >=<x,u>furgeG,xeV,ueVv ,
d.h. die Abbildungsvorschrift fur rVV ist

gh (p b ry@ o),
d.h.
_ _ -1 _ -1
(er(g)(U))(X) = <X, er(g)(u) >= <ry(g) (), u>=u(ry,(g) ()
(i) Sind V und W zwei G-Moduln, so ist auch das Tensorprodukt
VOW := V®kW

ein G-Modul mit

vow = vy

(d.h. ge(v®W) = (gev)®(gew) fur g € G, vEV und weEW).

v
2 Wenn wir fur g€G, xEV und uEV  abkiirzend

gx anstelle von rV(g)(x) und

geu anstelle vonr (g)(w)
\"

schreiben, so bekommt der nachfolgende Ausdruck die folgende Gestalt.
<geX, geu>=<X, U >,
d.h. die Operation von G auf dem Dual von V soll durch die Forderung der Invarianz des Skalarprodukts

v
definiert sein. Daraus ergibt sich die explizite Formel fur die Operation von G auf V :

(gwx) = <x, geu>
= <g_l-x, g_l-g-u> (Invarianz des Skalarprodukts)
= <g_1°x, u>

=u(g 1 *X).
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(iii) Seien G eine algebraische Gruppe (iiber k) und V ein nicht-notwendig endlich-
dimensionaler k-Vektorraum. Dann heifit V lokal endlicher G-Modul, wenn es
eine Operation”'

GxV—V,(gV)> rV(g)'v,
von G auf V gibt, welche den drei folgenden Bedingungen genuigt.
1. rV(g)EEndk(V).

2. Fur jedes Element v € V gibt es einen G-stabilen endlich-dimensionalen
k-linearen Unterraum W C V mitv E W,

VEWQV,dimkW<oo,g(W)ngurjedengG.

3. Fur jeden G-stabilen k-linearen Unterraum W C V ist der Gruppen-
Homomorphismus
G — End, (W), g b 1,(2)ly;

eine rationale Darstellung von G.
Sind V und V’ lokal enldiche G-Moduln, dann ist ein G-Homomorphismus

.V —V’
eine k-lineare Abbildung mit f(rv(g)-x) = rV,(g)-f(x) furgeGund x €V (vgl.

auch Bemerkung 2.4.7 (vi))
(iv) Die erste Bedingung von (iii) bedeutet, die Abbildung
rV: G— Endk(V)

ist wohldefiniert (und ein Gruppen-Homomorphismus, weil durch Iy eine

Operation von G auf V definiert ist).
(v)  Durch die Operation einer linearen algebraischen Gruppe G (uber k) auf deren
Koordinatenring durch Rechtstranslationen (vgl. 2.2.0),

p:GxA— A, (g ) » p(g)f, mit (p(g)H)(x) = f(x-g),
wird der k-Vektorraum k[G] zu einem lokal-endlichen G-Modul (vgl. Beispiel 2
von 2.3.2 und 2.3.6 A und B).

2.5.2 Lemma: G-Homomorphismen mit Werten in k[G]
Sei G eine lineare algebraische Gruppen iiber k, V ein G-Modul und
ue VV:: Homk(V, k)
ein Element des Duals von V. Wir setzen
(Du(v)(g) = <rV(g)-V, u>:= u(rV(g)-V) ek
fur g € G und v € V. Dann gilt fur jedes vE V,
@u(v) € A:=k[G],

und CI)u: V — A ist ein G-Homomorphismus (lokal endlicher G-Moduln).

' d.h. es gilt das Assoziativgesetz,
1rv(g’)°(rV (g7)x) = rv(g’°g”)-x furg’,g”€Gundx €V,

und das neutrale Element der Gruppe e € G operiert wie die Identitit,

rV(e)-x =x fur jedesx € V.
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Beweis. 1.Schritt. CDu ist eine k-lineare Abbildung auf V mit Werten in A.
Nach Voraussetzung sind rV(g) € End(V) und u beides k-lineare Abbildungen. Deshalb
ist Cbu(v)(g) = u(rV(g)-V) eine k-lineare Abbildung von v. Es reicht zu zeigen,
CI)u(V) € A fur jedesvE V.
Im Fall v=0 ist CI)u(V)(g) = u(rV(g)-O) =0 fur jedes g € G, also trivialerweise
<I>u(v) =0€EA.
Wir konnen also annehmen v # 0. Nach Voraussetzung ist

Iy G — GL(V)

ein Homomorphismus linearer algebraischer Gruppen. Durch Wahl einer k-
Vektorraumbasis von V konnen wir GL(V) mit GLrl (mit n := dim V) identifizieren,

und
rV(g) S GLn

wird zu einer Matrizen-Funktion von g € G, wobei die Eintrage der Matrix rV(g)

regulare Funktionen auf G, d.h. Elemente von A sind. Wegen v # 0 konnen wir die
Basis von V so wihlen, daf3 v der erste Basis-Vektor wird. Das Matrizen-Produkt

ry(&)ev
ist dann gerade die erste Spalte der Matrix rV(g), also ein Vektor mit Eintragen aus A.
Damit ist
D (V)(Q) = <ty (@)Y, u> 1= u(ry (2)+V)

eine Linearkombination (mit Koeffizienten aus k) von Elementen aus A und damit selbst
ein Element aus A.

2. Schritt. <I>u: V — A ist dquivariant.

Fuar v € V und g,h € G gilt
fl)u(rv(g)-v)(h) = u(rV(h)- rV(g)-V) (nach Definition von ¢u)

= u(rV(h- g)*v) (rV definiert eine Operation von G auf V)
= @u(v)(h- g) (nach Definition von (I)u)
= (p(g)* (I)u(v))(h) (Definition der G-Modul-Struktur von A)

also

® (1 (2)*V) = p(g) @ (V).

Mit anderen Worten, <I>u ist dquivariant.

QED.

2.5.3 Satz von Tannaka
Sei G eine lineare algebraische Gruppe uiber k. Fur jeden (endlich-dimensionalen) G-
Modul V sei ein Element

oy e GL(V)

gegeben, wobei die folgenden Bedingungen erfullt seien.
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1. = OLV®OLW fur beliebige G-Moduln V und W.

“Vow ~
2. ¢°OLV = ocwoq) fur jeden Homomorphismus ¢:V—W von G-Moduln.

3. O = 1 (fur den trivialen G-Modul I).

Dann gibtes ein x € G mit ., = rV(x) fur jeden G-Modul V.

V=
Beweis. 1. Schritt. Fortsetzung der gegebenen Abbildungen o, auf die lokal
endlichen G-Moduln.

Sei V ein lokal endlicher G-Modul und v € V. Dann gibt es einen endlich-
dimensionalen G-stabilen k-linearen Unterraum W von V mit

veEWC V.

Wir setzen
ocV(v) = aw(v) e W.
Diese Definition hangt nicht von der speziellen Wahl des G-stabilen Unterraums W, der
v enthilt, ab. Ist nimlich W’ ein zweiter solcher Unterraum, so ist auch W[ W’ ein
solcher und die naturlichen Einbettungen
WAW S Wund WOW G W’
sind Homomorphismen von G-Moduln. Nach Bedingung 2 stimmen die Abbildungen

aWﬂW’ , ocw und OLW,

auf W[ )W’ uiberein, liefern also denselben Wert fur (xV(V). Die Bedingungen 1-3 sind

dann auch fur lokal endliche G-Moduln erfullt.
2. Schritt. Es gibt einen Automorphismus ¢: G — G mit

o1y D(@ = f(0(2)
fur beliebige f € k[G] und beliebige g € G, d.h.

o*=a = ak[G]'

Weil k[G] ein lokal endlicher G-Modul bezuglich der Rechtstranslation
p:Gxk[G] — K[G], (g, ) » p(2)-f,

mit (p(g)+f)(y) =t(yg) fur y € G ist, ist

o= ak[G]: k[G] — k[G]

nach dem ersten Schritt ein wohldefinierter k-linearer Automorphismus von
A =k[G].
Entsprechend ist auch k|G]®k[G] ein lokal endlicher G-Modul - ebenfalls bezuglich der
Rechtstranslation
GXA®A — A®A, (g, f®2) b (p(2)*H®(p(2)+2),
Nach Bedingung 1 ist
ocA®A=0LA®ozA=oc®oc. (1)

Die Multipikation der k-Algebra A induziert eine G-dquivariante Abbildung
m: A®A — A, a’®a” 1 a’+a”,

denn fur x,g € G gilt
m(g+(a’®a”))(x) = m((g-a")®(g-a”))(x)
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= ((gea")+(g-a"))(x)
= (gea’)(x)*(g+a")(x)
= a’(xg)+a”(xg)
= (a’+a”)(xg)
= (g+(a’+a”))(x)
= gem(a’®a”))(x)
also
m(gea’®a”) =gem(a’®a”).
Damit ist m: A®A — A ein Homomorphismus von lokal endlichen G-Moduln. Es
folgt

me(a®a.) =Mooy o (nach (1))
=0, °m (nach Bedingung 2)
=oaem

Das bedeutet, die k-lineare Bijektion o: A — A (EGL(A)) ist ein Automorphismus der

k-Algebra A.Es gibt also einen Automorphismus der linearen algebraischen Gruppe G,
sagen wir

¢: G — G,
mit o = ¢*, d.h.
a(f)(g) = ¢*(H)(g) = (fod)(g) = f(p(2))
fur fEA und geG.
3. Schritt. Mit x := ¢(e) gilt ¢(g) = g*x und p(x) = a.

Nach Definition der Komultiplikation A: A — A®A der linearen algebraischen
Gruppe G gilt
A)(g’, g7) =1(g’-g")

fur fe A =k[G] und g’,g” € G. Es folgt fur fEA und x,yEG und A(f) = 3 f’i®f”i
i

(g AM)(xy) =f(xey-g)
= A(D)(x,y*g)

= 2 (f’i®f’i)(x,Y°g)
1

=2 .00 )(yg)
1

= (d®p(@)( 3 (F()®F)(¥))

1

= (A®p@)((F I O )(x,)

1

= ((1d®p(g)°AD))(X.y),

also

(g=A(D) = (id®p(g))°A(H),

also
gA  =(id®p(g))°A.
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Wir versehen B := A®A mit der Struktur eines lokal endlichen G-Moduls mit Hilfe des
Gruppen-Homomorphismus

Iyt G — GL(B), g » 1d®p(g).
Dann ist die Komultiplikation

A:A—B

aquivariant, d.h. ein Homomorphismus von lokal endlichen G-Moduln. Nach dem
ersten Schritt ist

Aco = aBOA (Bedingung 2)

Weil der G-Modul B nach Definition von Iy gerade das Tensorprodukt des G-Moduls

A zur Darstellgung G — GL(A), g » id, mit dem G-Modul A zur Darstellung
G—GL(A), g » p(g) ist, gilt

Op = id®a  (Bedingung 1).

Zusammen erhalten wir

Aca, = (id®a)eA.
Wir gehen von den k-Algebra-Homomorphismen zu den Morphismen der algebraischen
Varietaten uiber und erhalten

oot = Afo(idxal),
d.h. (nach dem zweiten Schritt)
q)ou = Mo(idxq)),
wobei u: GXG — G die Multiplikation von G bezeichne. Fur g, h € G gilt also

d(geh) = g-¢(h). (2)
Mit
X = ¢(e), e das neutrale Element von G
folgt
0@ =g
und
(PN = (p(dpe)NH)(g) (Definition von x)
=f(g-d(e)) (Definition der Rechtstranslation)
= f(¢(g-e)) (nach (2))
=1($(g)) (e€G ist das neutrale Element)
Da dies fur jedes g € G gilt,folgt
POf = fog
= ¢*(f)
= a(f) (nach dem zweiten Schritt).
Da dies fur jedes f € A gilt, folgt
px) =oa.
4. Schritt. Oy = rV(x) fur jeden G-Modul V (Abschluf3 des Beweises).
Seien V ein (endlich-dimensionaler) G-Modul und Iyt G— Endk(V) die zugehorige

rationale Darstellung. Fur jedes u € V"betrachten wir den Homomorphismus lokal
endlicher G-Moduln

¢u: V— A:=k[Gl,vb (g» u(rv(g)-V)),
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von 2.5.2. Es gilt
q)uoocV =0, ° q)u (Bedingung 2 und der erste Schritt)

=o° ¢ (Definition von o im 2. Schritt)
u

= p(x)° ¢u (dritter Schritt),

d.h.
¢ o0y =P
Fur g € Gund v € V erhalten wir
<I'V(g)°OLV(V), u> = u(rV(g)-OLV(V))
= q)u(av(v))(g) (Definition von q)u)
= (P9, (v))(g)  (nach(3))
= q)u(v)(gx) (Definition von p)
= u(rV(gx)-V) (Definition von q>u)
=< rV(gx)-V, u>.
Da dies fur alleu € Vv(und die Dualitatspaarung nicht entartet ist), folgt
ry(@eoy,(v) =1y/(8%)eV.
Speziell fur g = e erhalten wir
OLV(V) = rV(x)-V.
Da dies fur alle v € V gilt, folgt
on = rV(x).
QED.
Bemerkung
Als néchstes wollen wir zeigen, daf} auf Grund des Satzes von Tannaka die Algebra

A =Kk[G]
aus den rationalen Darstellungen von G rekonstruiert werden kann. Deshalb befassen
wir uns jetzt mit einer expliziten Beschreibung von A mit Hilfe dieser Darstellungen

v
2.5.4 Die Abbildungen IPV: V®V — Kk[G]

Seien G eine lineare algebraische Gruppe uiber k, V ein (endlich-dimensionaler) G-
Modul, und lpV die Abbildung

by VeV'—s k[G], v®u b o (V),
mit q>u wie in 2.5.2, d.h.

q)u(v)(g) = <rV(g)-V, u>:= u(rV(g)-v) fur g e G.
Wir lassen G auf sich selbst durch innere Automorphismen opererieren,
2 GXxG—G,(gx) b 0 (x) = gxeg
und versehen A = k[G] wie in 3.3.6 A mit der indt%zierten Operation von G,

s: G — GL(k[G]), g & s(g),
mit

3)
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(s(@HX) = flalg ! x) = flo_.1(0) = f(g ' xg)

Dann gelten die folgenden Aussagen.
1) IPV: VOV'—s Alistein Homomorphismus von lokal endlichen G-Moduln,

d.h. es gilt

Py (g (v®W) = s(2yy,(vOW)

fur geG, v&eVund u € vV,

(i1) Fur jeden Homomorphismus ¢: V. — W gilt
. V .
Yy, 2(d®9) = Py, °(9Xid),
d.h. das Diagramm

1

vow' & wew"

199" vy
Yy

vev' % K[G]

ist kommutativ. Dabei bezeichne
V.V Y
W —V .l 0%(0) = (oo,
die zu ¢ duale Abbildung.
(iii))  Esgilt

wV@W = m°(wv®ww)°c,

d.h. das Diagramm

v Yvew
(VOW)®(VRW) — k[G]

ClE Tm
v WV®1PW
(VROVI®(WOW ') — s k[G]®K[G]

1st kommutativ. Dabeli sei

m: k[G]®k[G] — k[G], f®g > fog,
der k-Algebra-Homomorphismus, der durch die multiplikative Struktur der k-
Algebra k[G] definiert ist und

V= Vv v
c: (VROIW)O(VOW) — (VOV )Q(WROW )
der k-Algebra-Isomorphismus, der gegeben ist durch die Umkehrung des
natirlichen Isomorphismus

\Y vV = \%
VOW — (VOW), a®pB b (VOW b a(v)*f(W))
und eine Permutation der Tensor-Faktoren.

Beweis. Zu (i). Es gilt
lpv(g-(v®u)) = lpV((g-V)®(g-u)) (Operation von G auf Tensorprodukten)

=0 g-u(g *v) (Definition von . )
= Rg_l((l) g-u(v)) (EA) (¢, ist G-aquivarient nach 2.5.2)
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Damit erhalten wir fur jedes x € G:

Py (g (vOW)(x) =(Rg_1(¢g,u(V)))(X)

= q)g.u(v))(xg) (Definition von Rg'l)
= (geu)((xg)*v) (Definition von <I)u in 2.5.2)
= u(g'l((xg)-v)) (Operation von G auf VV, vgl. Bemerkung 2.5.1 (1))
= q)u(v)(g'lxg) (Definition von q)u in 2.5.2)
=9, ()0 ()
= (0, (203 )00
Da dies fur jedes x € G gilt, folgt
Uy @Ow) =9 (o,
= lpV(V®u)° 0;; (Definition von vy
= (0 Yy (v@W).
Zu (ii). Firve Vund t € w gilt
lpVO(id®¢v)(V®t) = wV(V®(t°¢)) (Definitoin von ¢v)
= q)to (I)(V) (Definition von lpV)
Fur jedes g € G folgt damit
(1 (1B JVBO)(E) = (V&)
= (teg)(gev) (Definition von ¢u in 2.5.2)
= t(p(gev))
=t(gdp(v)) (¢ ist G-aquivariant)
=¢ t((l)(v))(g) (Definition von ¢u in 2.5.2)

= lpw(q)(v)@t)(g) (Definition von wW).
Da dies fur jedes g € G gilt, folgt
, v
Pod® (VO =1y (V)@Y
= Yy " OBID)(VED.
Da dies firalle vE Vund alle t EW" gilt, folgt
. V .
Pyod®)) =1y o (H@id).

\% \% \%
Zu (iii). Wir identifizieren (VOW) mit V ® W in der beschriebenen Weise. Fur

VEV,wEW,uev. te w"
gilt dann

1pV ®W(V®w®u®t) =

q)u ®t(V@W) (Definition von wV ®W)
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Fur jedes g € G ist damit
Py VEVEURN(E) = ¢ o (vOW)()
= (u®t)(g(Vv®OW)) (Definition von ¢u &t in 2.5.2)
= (u®t)((g*v)®(g*w))) (Operation von G auf V®W)
= u(gev)t(gew) (Identifikation von (V@W) mit V.@W )
= q)u(v)(g)-q) t(w)(g) (Definition von q>u und ¢ t)
= @, (V*6,(W)(@)

Weil dies fur alle g € G gilt, folgt

Yy ow(YOWOUBY =0 (V) (W)
= m(q)u(v)® ¢ t(w)) (Definition von m)
= m(lpv(v®u)® ww(w®t)) (Definition von lpV und ww)
= m((Yy, O N(VOUOWEL))
= (e(thy, @1y, )(VOUBWEY)

= (mO(wV®wW)°c)(V®W®u®t) (Definition von c¢)*.

Da dies fur alle v&eVv, weW, ueV " und €W gilt, folgt die Behauptung
Vygw = MWy @by,
QED.

2.5.5 Konstruktion der Algebra A
Sei G eine lineare algebraische Gruppe uiber k und

F=@

Y
XV

V ist G-Modul
die direkte Summe uber alle Tensorprodukte V®V\i wobei V ein Reprasentantensystem
der Menge aller Isomorphie-Klassen der (endlich-dimensionalen G-Moduln)

durchlaufe. Weil jedes Element von J bereits in einer endlichen direkten Teilsumme
dieser direkten Summe liegt, ist J ein lokal endlicher G-Modul.

Bezeichne

iy VeV & F

v
die naturliche Einbettung, d.h. i, identifizierre V®V mit dem zu V gehorigen direkten

\%
Summanden von J. Dies ist eine k-lineare Abbildung. Es gibt eine eindeutig bestimmte
Operation von G auf J, fur welche alle iV aquivariante Abbildungen und damit

Homomorphismen von lokal endlichen G-Moduln sind.

Weiter sei

v ¢:V—W Homophismus von G-Moduln
R:=< iVO(id®q) )(z)-iw°(¢®id)(z) v >
7EVROW

22 Zusammen mit der Identifikation von (V®W)V mit (VV)®(WV)
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v
der k-lineare Unterraum von &, der von den Differenzen iV(id®¢ )(z)—iw((b@id)(z)

erzeugt wird, wobei ¢:V—W die Homomorphismen von G-Moduln und z die

Elemente von V®Wvdurchl'é1uft. Dieser ist G-stabil (siehe unten), sodafy der
Faktorraum
A =F/R.
ein lokal endlicher G-Modul mit der Eigeschaft ist, dal die naturliche Abbildung
F—A

auf den Faktorraum k-linear und G-aquivariant ist.
Bezeichne

aV(V®u) = iV(V®u) mod R € A

v
fur beliebige G-Moduln V und Elemente v € V und ueV die Restklasse von iV(v®u).

Auf diese Weise ist eine k-lineare und G-aquivariante Abbildung

v
aV:V®V — A
definiert.*’ Fur jeden Homomorphismus ¢:V—sW von G-Moduln und Elemente vEV
und tEW" gilt**
v
a, (V) (0) = ay (G(VI®D). (1)

Wir definieren wir folgt eine Multiplikation auf A. Wir setzen

aV(V®u)- aw(w®t) =ay, ®W((V®w)®(u®t)) 2)

Vv Vv
fur G-Moduln V und W und Elemente v&€V,u€V , w&EW, t€W .

Diese Definition ist korrekt und induziert auf A die Struktur einer assoziativen und
kommutativen k-Algebra.
Das Element

aI(1®l),

wobei I: G — End.k(k), g i 1, die triviale Darstellung von G bezeichne, ist das

Einselement von A.

Bemerkung

Man beachte die Ahnlichkeit der Relationen (1) und (2) zu den Identitaten (i) und (ii)
von 2.5.4.

Beweis. 1.Schritt. Der Unterraum R von & ist G-stabil. Insbesondere induziert die

Operation von G auf J eine Operation von G auf
A =TF/R.
Durch diese Operation wir A zu einem lokal endlichen G-Modul.

Fur g € G, einen Homomorphismus ¢:V—W von G-Moduln und z € Vew"’ gilt
. . V . . . . V . .
g(iy,2(d®Y )(D)-iyy 2@Bid)@) = (iy,2(d®P )g+7)-iyy *(9@id)(g+2)),

2 Es ist gerade die Zusammensetzung von iV mit der naturlichen Surjektion F—»A.

2 Man betrachte die Erzeuger von R mit z = v®u.
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v v
denn iV’ id, ¢ und ¢ (und damit auch ¢&id und iId®¢ sind Homomorphismen von G-

Moduln). Diese Identitat zeigt, daB die Erzeuger von R bei der Operation von G in
Erzeuger von R uibergehen. Damit ist R stabil unter der Operation von G. Damit
induziert die Operation von G auf F eine Operation von G auf A = F/R.

Wegen

geiy (@) =iy (27)
uberfuhrt die Operation von G auf @ jeden direkten Summanden der dirrekten Summe

F in sich. Insbesondere wird & auf diese Weise zu einem lokal endlichen G-Modul.
Dasselbe gilt dann aber auch fur A = F/R.
2 .Schritt. Definition (2) ist korrekt.

Es reicht zu zeigen, die rechte Seite der Z-linearen Fortsetzung von (2) andert sich
nicht, wenn man einen Faktor der linken Seite um einen Summanden der Gestalt

ay (V@0 (W)-ay, ($(1)®)

v
mit einem Homomorphismus ¢:V — W und Elementen v&€V und ueW abéndert.
Dazu reicht es zu zeigen, diese Differenz wird Null, wenn sie mit einem Element der
Gestalt aZ(x®y) von links oder rechts multipliziert (genauer: die zugehorige rechte Seite

von (2) wird Null). Zu zeigen ist somit
0=ay,, (VONO@ W) -2y, (HVOX)OOy))

und

v
0=a,  W(GEVBE® ¢ (W) -1, o (x® HVIO(YOW)

Diese beiden Identitaten bestehen aber auf Grund von (1) mit
P®id: VRZ—WR®Z bzw. id®¢: ZOV — ZOW

anstelle von ¢.

3. Schritt. Die Multiplikation von A ist assoziativ.

Das folgt aus Definition (2), der Assoziativitit des Tensorprodukt-Operation,
(A®B)®C = A®BXC)

(bis auf Isomorphie) und der Tatsache, dal keine zwei verschiedene direkte

Summanden aus denen die direkten Summe J gebildet wurde isomorph sind.

4. Schritt. Die Multiplikation von A ist kommutativ.

Die Argumentation ist analog zu der des dritten Schritts.

5. Schritt. aI(1®1) ist das Einselement von A.
In (2) gilt mit W =1
VROW =V, x®y 1 Xy,

und bei diesem Isomorphismus geht (v®1)®(u®1) in v®u uber. Deshalb ist
aV®I((V® H®u®I1)) = aV(V®u),

also

aV(V®u)- aI(1®l) = aV(V®u),
d.h. aI(1®1) ist das Einselement.
QED.

2.5.6 Die Charaktergruppe und Determinante

Sei G eine lineare algebraische Gruppe uiber k. Dann bilden die Homomorphismen
algebraischer Gruppen
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G—G
m

beziiglich der gewohnlichen Multiplikation von Abbildungen eine abelsche Gruppe.
Diese Gruppe wird mit
X(G)
bezeichnet und heif3t Charaktergruppe von G.
Bemerkungen

(i) Sei V ein 1-dimensionaler G-Modul. Fir jedes v € V - {0} gilt dann
gev =x(g)ev fur jedes g € G

mit einem eindeutig bestimmten x(g) € k* = k-{0}. Die Abbildung

x: G — k*= Gm
ist ein Homomorphismus algebraischer Gruppen: man erhélt ihn aus der
rationalen Darstellung G — GL(V), indem man GL(V) mit GL1 = Gm mit

Hilfe der Basis v von V identifiziert.

(i) Zwei eindimensionale G-Moduln mit demselben zugehorigen Charakter  sind
isomorph, denn beide sind isomorph zum G-Modul mit der rationalen Darstellung

x: G — GL(k) = k*.

(iii) In der Situation von (i) besitzt der G-Modul
A"

VeV

ein naturliches Basis-Element: ist v € V-{0} beliebig und v"die zur Basis v von

V duale Basis, so hiangt
v

vV
nicht von der speziellen Wahl von v ab. Ist namlich w € V-{0} ein weiteres

Element, so gilt w = cev mit ¢ € k* und w'= (1/C)°VV, also

wewW' = (cv)®(1/c)VV: vev' .

Wir schreiben
v
e =v®v ,veEe V-{0}.
vev' {03
Ist i der zu V gehorige Charakter von G, so setzen wir
a(y) :=ag(e .
(0 =ayley v

Dies ist eine Einheit der k-Algebra A von 2.5.4.%
(iii) Seien V ein (endlich-dimensionaler) G-Modul der Dimension d und

o: y&d —»D/\dV, V1®...®Vd B Vl/\.../\Vd, (D)
der naturliche Homomorphismus von G-Moduln. Wir identifizieren
AV und AdVY)
mit Hilfe der Paarung

( Vl/\.../\Vd, u/\.../\ud) =

det(<ui, Vj>),
d.h. mit Hilfe des Isomorphismus*®

» Eindimensionale G-Moduln sind durch deren Charaktere bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt. Zu
jedem Charakter gibt es einen inversen Charakter. Das Produkt der beiden ist der triviale Charakter (zum
trivialen G-Modul).
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ANVY S (AdyyY uALAU B ALCAY

(RS det(<ui, Vj>)).
Dann gilt*”’

d

q)"(ul/\.../\ud) = Ssan@eu ) ©.Qu . )
eSS

d

Dabei sei S d die Gruppe der Permutationen der Menge {1,2,...,d} und sgn(m)

das Vorzeichen der Permutation .
Wir bezeichnen mit

detV

den Charakter zum 1-dimensionalen G-Modul (/\dV) (vgl. (i1)), d.h. es sei

2% Beide Vektorraume haben dieselbe Dimension 1. Falls ul/\.../\ud ungleich Null ist, so sind die

Vektoren ul,...,ud linear unabhéngig, bilden also eine Basis von VV. Sei Vl,...,V d die dazu duale Basis
von V, Dann ist (<u_, v >) die Einheitsmatrix, also
1]
det(<u,v>) =1
1]
ungleich Null, d.h. ul/\.../\ud liegt nicht im Kern der Abbildung. Diese ist somit ein Isomorphismus.

7 Die Identitat besteht trivialerweise, wenn die u, linear abhzngig sind (dann steht auf beiden Seiten
i

Null). Wir konnen also annehmen, die u. bilden eine Basis von VV. Wir wahlen die v, derart, daf} sie
i i

gerade die zugehorige duale Basis von V bilden. Dann ist

urc(l)@'"@un(d): \%

die k-lineare Abbildung, welchev =~ ®...®v in die 1 und alle anderen Tensorprodukte der v, in die
7

(1) (d) i
Null abbildet. Weil die Tensorprodukte der u, eine Basis von (V®d)vbilden, ist q)v(ul/\.../\ud) eine
J

®_

k-Linearkombination dieser Tensorprodukte.

Zum Beweis der Identitét reicht es zu zeigen,

v
1. VANVAN = .
¢ (u] ud)(vn(l)® ®Vn(d)) sgn()
2. ¢V(u A A1)V ®.Qv ) =0 falls ein v mehrfach auftritt.
1 d u w w
1 d
Es gilt
v
A.AU )= A...Au)e
0 (111 ud) (u1 ud) o,
d.h.
O AAULNY ®.®V ) = AALGV ®.®V )
1 d u u 1 d " u
1 d 1 d
=@ A.Au)v A.AvV )
1 du u
1 d
=det(<u,v >).
1 .
J
Falls ein v mehrfach auftritt, hat die Determinante zwei gleich Spalten, ist also Null. Falls nicht,

w
bilden die Spalten eine Permutation der Standard Einheitsvektoren und die Derminante ist gleich dem

Vorzeichen diesser Permutation.
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a(det,,)=a . (e )
VT Ny /\dV®(/\dV)‘)
Dann gilt fur beliebige Vl,...,Vd € V und beliebige ul,...,ud € VV:
det(aV(Vi®uj)) = det(<vi, uj>)- a(detV) 3)
Beweis von (3). Es gilt
det(aV(Vi®uj)) = > sgn(n)-aV(V1®un(l))-...- aV(Vd®un(d))

n:ESd

= aV®d((V1®'"®Vd)®(un(l)®'"®un(d)) (nach 2.5.5(2))

= aV®d((V1®...®Vd)®( > sgn(n)-un(1)®...®un(d)) (aV®d ist linear)

nESd

(nach (2))

v
= av®d((vl®...®vd)®¢ (ul/\.../\ud)

=a (v, ®...0v )®u, A...Au ) (nach 2.5.5(1))
Ady 1 d 1 d
= a/\dv(ul/\.../\ud®u1/\.../\ud) (nach (1))
Seien
el,...,ed evVv
eine Basis von V und
v
Xl""’xd eV

die zugehorige duale Basis. Wir fuhren Koordinaten der gegebenen Vektoren v, und u
beziiglich dieser Basen ein, sagen wir
d
ViT > Via o Via T < Vi Xa > = Xa(vi)
a=1
d
u, = > ui[S.X[S , uiI3 =< eB, u >= u (eﬁ)
p=1

Dann ist die zu el/\.../\e e AV duale Basis von (/\dV)V gerade xl/\.../\x denn

d d,
<el/\.../\ed, xl/\.../\xd> = xl(el)-...-xd(ed) =1,
d.h. (el/\.../\e d)®(xl/\.../\x d) ist der naturliche Basisvektor von /\dV®(/\dV)V,
e/\dv®(/\dV)V: (el/\.../\ed)®(x1/\.../\xd).
Es gilt
d d
Vl/\.../\Vd =(Y Vl,a-ea)/\.../\( > Vd,oc'eoz)
a=1 a=1

= det (Vij)o el/\.../\ec1

und
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d d
u /\.../\ud =(3 ul’ﬁ-xB)/\.../\( >u

1
p=1 p=1
= det (uij)- xl/\.../\x

d.p*p

d
also
det(aV(Vi®uj)) = det (Vij)o det (uij)-a/\ dy (el/\.../\e d®X1/\"'/\X d)
=det (v..)s det (u..)+a (e
ij ij" Ady /\dV®(/\dV)V)

=det (Vij)° det (uij)-a(detv).
Wir haben noch zu zeigen
det (Vij)° det (uij) = det(<Vi, uj>).
Es gilt

<v., u.> =<v., u., *X >
i P 2 %pp

Fur die zugehorigen dxd-Matrizen folgt
- o(v )T
(<Vi’ uj>) - (ulj) (Vlj) ’
also
det (<Vi, uj>) =det (uij)-det (Vij).
QED.

2.5.7 Theorem: Rekonstruktion von k[G] aus dem Ring A

Seien G eine lineare algebraische Gruppe uiber dem Korper k und A die in 2.5.5 aus
den rationalen Darstellungen von G konstruierte k-Algebra. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

(i) A isteine endlich erzeugte k-Algebra.

(i)  Es gibt einen surjektiven k-Algebra-Homomorphismus ¢:A—»A:= k[G] mit
Poay, =y,
fur jeden G-Modul V.

(iii)) Ker(¢) ist gerade das Ideal der nilpotenten Elemente von A.
Beweis. Zu (i).
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1. Schritt. Die k-Algebra A wird erzeugt von den Unterraumen der Gestalt
ay (WOWY),
wobei W die endlich-dimesionalen k-linearen und G-stabilen Unterraume
von A := k[G] durchlauft.
Nach Definition wird A von den aV(V®V\§ erzeugt, wenn V die G-Moduln durchlauft.

Sei V ein G-Modul. Wir wahlen eine Basis des Duals V"' = Homk(V, k), sagen wir

\"
ul,...,udE V.

Wir betrachten die Homomorphismen von lokal endlichen G-Moduln

¢, V—A Ve (g ulgv),
i
von 2.5.2. Weil A ein lokal endlicher G-Modul ist, gibt es einen endlich-dimensionalen
k-linearen Unterraum

W C A,
welcher stabil ist unter der Operation von G und welcher die endlich vielen endlich-

dimensionalen Bilder der ¢u enthalt, sodall man die ¢u als Homomorphismen von G-

1 1
Moduln

¢u :V—W
1
betrachten kann. Zusammen definieren diese einen Homomorphismus von G-Moduln

¢: Vo Wd, VB ((1)u W), ..., (])u v)).
1 d

Der Kern von ¢ ist trivial: aus ¢u (v) =0 fur alle i, d.h. ui(g-v)) =0 fur alle g&G und
i

alle i folgt u(gev)) =2 0 firr alle u € V" und alle gEG, also gev = 0 fur alle gE€G, also
v = 0. Der G-Modul-Homomorphismus ¢ ist somit injektiv. Das Dual von ¢,

¢% (WY = v,
ist somit surjektiv. Jedes u € V"hat somit die Gestalt

u= q)v(tl,...,td) mit t, € wY

(wenn wir wie bisher (Wd)vmit (W\Sd identifizieren).

Mit v € V gilt
a,, (V@) = aV(V®(I)V(t1 st )
=2 Bt ) (nach 2.5.5 (1))
Wir schreiben

V) = (W oW ) € wd
und bezeichnen mit
q; WV — w9 bzw. ri:Wd — W

. v
% Weil die u, den Raum V erzeugen.
i
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Die natuirlichen Einbettungen, welche W mit den i-ten direkten Summanden von wd
identifizieren bzw. die Projektionen auf den i-ten direkten Summanden. Es gilt
d

000 = (4w = 3 6 ()
und

d
(tl,...,td) = El(rj) (tj).

J
Wir setzen ein und erhalten

d d
v
WS =ag (56 083 1)
d d v
=2 2 a0
Die q und r. sind G-Modul-Homomorphismen. Nach 2.5.5 (1) folgt
d d
ay,(v®u) = izl jzl Ay rj(qi(Wi))®tj)
d
= izl aW(Wi®ti)'

Die letzte Identitat zeigt, die k-Algebra A wird erzeugt von den G-Teilmoduln der
Gestalt

ay (WOWY),

wobei W die endlich-dimensionalen G-stabilen k-linearen Unterraume von A = k[G]
durchlauft.

2. Schritt. Sei V C A :=k[G] ein endlich-dimensionaler k-linearer Unteraum von A,

welcher die k-Algebra A erzeugt, das Einselement von A enthilt und G-
stabil ist (ein solcher Raum existsiert). Dann wird die Algebra A erzeugt
von

aV(V®VV)

(d.h. es gilt die Aussage von (i)).
Fur jede naturliche Zahl n betrachten wir die Abbildung

V®n—>A,V ®..0V_ p V, eV, (D
1 n 1 n

und bezeichnen mit VIl deren Bild. Wegen 1€V gilt

v Vv .,

n n+1
und weil V die k-Algebra A erzeugt, gilt

| |©

A=U, V-

Damit gibt es fur jeden endlich-dimensionalen G-Teilmodul W C A eine natiirliche Zahl
n mit

wCV.

n

Damit bestehen die folgenden Inklusionen.
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ay WOWS Cay (v OV ) CA g (VE"RVEN). 2)
n

Die erste Inklusion besteht, weil die naturliche Einbettung q: W & Vn und damit auch
die naturliche Surjektion qV: (Vn)v—>WVein Homomorphismus von G-Moduln ist,

sodaB furw EW und t EW" gilt
— v . -1 v
ayW®)  =ag(w®q'(w)  (mitus@) (H S (V)"

=ay, (q(w)®u) (nach 2.5.5 (1))
n

v
€ aVn(Vn®(Vn) )
Die zweite Inklusion besteht, weil (1) einen surjektiven Homomorphismus von G-
Moduln
p: ye®n — VIl

definiert. Jedes v € Vn hat deshalb die Gestalt v = p(w) mit w € V®n. Mit uE(Vn)V ist

deshalb
ay, (Vv®u) =ay, (p(W)®u)
n n

= av®n(w®pv(u)) (nach 2.5.5 (1))

®n ®n,V
€ aV®n(V ®V=D).
Nach Definition der Multiplikation in A (vgl. 2.5.5 (2)) liegt
®n ®n,\V
a @nV Ve
ganz in der von
aV(V®VV)

erzeugten k-Teilalgebra von A. Wegen (2) und und dem ersten Schritt ist diese k-
Teilalgebra aber gleich A, d.h. es gilt die Aussage des zweiten Schritts und damit die
Aussage von (i).

Zu (ii). In 2.5.4 haben wir fur jeden G-Modul V die k-lineare Abbildung

i v
U‘)V' V®V — A, vRu b q)u(v),

konstruiert. Diese Abbildungen setzen sich zusammen zu einer k-linearen Abbildung auf
der direkten Summe J von 2.5.5, sagen wir

P: F— A,

mit

Wiy, =y, (3)
fur jeden G-Modul V. Fur jeden Homomorphismus ¢: V—W von G-Moduln gilt nach
2.5.4 (ii)

. . V . . . V .
ey, (4@ )-iyy 2 O®id) =y, 2([A®P )-hyy 2(9®id)) = 0.

Deshalb wir der lokal endliche G-Teilmodul R von F bei ¢ in die Null abgebildet. Die
Abbildung  faktorisiert sich tiber A = F/R und induziert so eine k-lineare Abbildung
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PY:A— A, aV(V®u) B lp(iV(V®u)) = q)u(v).
Fiur je zwei G-Moduln V und W und Elemente v&€V, wEW, uEVV, tEWV gilt
i (a,(V®W» 2 (WOD) = Vv @y gy (VOWOUEY) (vgl. 2.5.5 (2)

= Y(iy g (VOWOUED)) (Definition von )

= IPV ®W((V®W)®(u®t)) (Definition von 1)

= m(wv®ww)(v®u®w®t) (nach 2.5.4(iii))

= m(lpV(V®u)®1pW(w®t)

= lpV(V®u)-1pW(w®t) (Definition von m in 2.5.4(iii))

= P(ay, (VOW)* (ay, (WOD).

Mit anderen Worten, pr ist ein Ring-Homomorphismus. Wir bezeichnen mit die zur
Basis 1 € k uiber k duale Basis ebenfalls mit 1. Dann gilt

i (a(I®1)  =y(i(1®1) (Definition von )
= wI(l ®1) (Definition von 1)
=¢ 1 (1) (Definition von wl)

Auf Grund der Definition von ¢u in 2.5.2 ist ¢1(1) € A die Abbildung
G—k gr l(g1)=10),
(denn G operiert auf A = k[G] durch Rechtstranslationen, d.h. ge1 = 1). Damit ist ﬁf ein

Homomorphismus von Ringen mit 1. Als k-lineare Abbildung ist damit {F ein k-
Algebra-Homomorphismus. Wegen (3) gilt

yeoay, =y
Wir haben noch zu zeigen, daf}
P: A— A, aV(v®u) =3 q)u(v),

surjektiv ist. Seien v € A := k[G] und V C A ein k-linearer G-stabiler Unterraum von
endlicher Dimension, der die regulare Funktion v enthilt,

veEV CA, dimk V < 00, V G-stabil.

Die Auswertung im neutralen Elment e € G,
R A =Kk[G] — k, f b f(e),
ist ein k-Algebra-Homomorphismus. Die Einschrankung auf V,
u:= cpelv: V —Kk,
ist ein k-lineare Abbildung, d.h. ein Element des Duals von V,
v
uev’,
Es gilt fur jedes g€ G
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q)u(v)(g) =u(gv) (Definition von q)u)
= ¢ (gv) (wegenu=q_ly,)
=(gv)(e) (Definition von cpe)
=v(eg) (G operiert auf A durch Rechtstranslation)
=v(g) (e ist neutrales Element von G).
Weil dies fur jedes g€G gilt, folgt
¢, =V,

also
V(ay,(V®W) =9 (V)
= V.

Das vorgegebene Element v € A liegt also im Bild von ﬂ; . Wir haben gezeigt, ﬁ; ist

surjektiv.
Zu (iii). Weil das einzige nilpotente Element von A gleich O ist, liegen alle nilpotenten

Elemente von A im Kern der Abbildung ¢: A — A: ist a € A nilpotent, d.h. gibt es

eine natiirliche Zahl n mit a = 0, so ist

o@" = ¢(a") = §(0) = 0.
Weil es in A mit Ausnahme von O keine nilpotenten Elemente gibt, folgt ¢(a) = 0. Wir
haben gezeigt,

a € A nilpotent = a € Ker(¢).
Sei N C A das Ideal der nilpotenten Elemente von A. Die Abbildung ¢ faktorisiert sich
dann uiber A/N und induziert einen surjektiven k-Algebra-Homomorphismus
¢o: AN — A,

Weil die Algebra A/N endlich erzeugt und reduziert ist, ist sie Koordinatenring einer
affinen Varietit, sagen wir
AIN = Kk[X],

und ¢ induzierten eine abgeschlossene Einbettung affiner Varietaten
o Go X

Es reicht zu zeigen, diese Abbildung ist surjektiv (also bijektiv), denn dann ist auch ¢
bijektiv, also ein Isomorphismus.

Sei &: A — k ein k-Algebra-Homomorphismus. Weil N im Kern von & liegt, konnen
wir § als Auswertungsabbildung in einem Punkt von X betrachten, den wir ebenfalls
mit € bezeichnen.?’

Fur jeden G-Modul V und jedes Element vE€V ist die Abbildung

* Genauer: §: A — k ist die Zusammensetzung der natuirlichen Surjektion
A — A/N =Kk[X]

mit der Auswertung im Punkt EEX. Fur f € A werden wir deshalb auch &(f) = f(E)
schreiben.
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Vi kub E(a,, (V®),
k-linear. Weil die Dualititspaarung

<>y V<V <V, 0> O(V),

nicht entartet ist, hat jede Linearform auf V "die Gestalt < v, ? >mit v’ € V. Es gibt

alsoein v’ := aV(V) mit

aV(V®u)(?§) = E(aV(V®u)) =< O(V(V), u > fur jedes u € vV,
Insbesondere erhalten wir fur Basen

\"
vonVundu,,..,.u,vonV ,

Vi Vg | d

1

die Identitaten
‘g(av(vi®uj) =< aV(Vi), uj >,
Aus 2.5.6 (3),
det (aV(Vi®uj)) = det (<Vi, uj>)-a(detv),
lesen wir ab, daf} det (aV(Vi®uj)) ein umkehrbares Element von A ist (vgl. 2.5.6 (ii)
und (iii)). Deshalb ist die Matrix (mit Eintragen in k),
(aV(Vi®uj)(§)) = (<ayv), u; >),

umkehrbar, und o ,: V— V ist eine umkehrbare k-lineare Abbildung.

\%
Zeigen wir, die Familie der Abbildungen 0y, € GL(V) genuigt den Bedingungen des

Satzes 2.5.3 von Tannaka.
Bedingung 1 von 2.5.3 ist erfullt.

Seien V und W zwei G-Moduln. Dann ist a definiert durch die Bedinung, daf}

VOW
(VOW), udt >=a (VOWRU®IL)(E)

<Yew VOW

gilt fur v&Vv, wew, uEVV, tEWV. Die rechte Seite dieser Identitat konnen wir auch in
der folgenden Gestalt schreiben.
A oW (VOWR®U®L) = aV(V®u)-aW(w®t) (Definition der Multiplikation von A)

d.h.
A OW (VOWRUI)(E) = aV(V®u)(E)-aW(W®t)(E)

=< OLV(V), u >e< Oy (w), t>

=<( ocV® ocW)(V®W), u®t >,
Es folgt

< U OW (VR®W), u®t > = <( OLV® ocw)(v®w), u®t >,
Weil dies fur alle v,w,u,t gilt, folgt
yew = *v® Ay

wie behauptet.
Bedingung 2 von 2.5.3 ist erfullt.

Sei ¢:V—W ein Homomorphismus von G-Moduln. Dann gilt fur v&V und ew’
< Oy (d(v),t> = aw((b(v)®t)(§) (Definition von ocw)
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= aV(V®¢V(t))(’§) (nach 2.5.5 (2))

v .
= <OLV(V), ¢ (t)> (Definition von OLV)

= <ay,(v), tog> (Definition ¢")

= (tocb)(aV(V)) (Definition der Dualititspaarung <, >)
= (o, (V)

=< q)(ch(v), t> (Definition der Dualitatspaarung < , >)

Da dies fur alle t gilt und die Dualitatspaarung nicht entartet ist, folgt
oy OV = (e, ().

Da dies fur alle v gilt, folgt
Oy °? = dooty,

wie behauptet.

Bedingung 3 von 2.5.3 ist erfullt.

Sei I der triviale G-Modul. Dann gilt fur v&l =k und uel = Homk(k,k)

<O(I(V), u> = aI(V®u)(§) (nach Definition von aI)
= E(@,(vV®W)

Man beachte, § bezeichnet sowohl einen Punkt als auch die zugehorige
Auswertungsabbildung. Wir konnen v und u als Elemente von k betrachten, wenn wir

uEK mit der Multiplikation mit u (aus I\s identifizieren. Weil € und a, beides k-lineare

I
Abbildungen sind, folgt
<OLI(V), u> = u-v-E(aI(1®1))

Weil aI(l ®1) das Einselement von A und §:A—sA ein k-Algebra-Homomorphismus

ists, folgt
<OLI(V), u> =uevel
=uev
=<v,u>

Da dies fur alleu € Ivgilt und die Dualitatspaarung nicht-entartet ist, folgt

OLI(V) =v
fur jedes v € 1, d.h.

OLIZI—)I

ist die identische Abbildung wie behauptet.

Wir haben gezeigt, die o, € GL(V) genuigen den Bedingungen des Satzes 2.5.3 von

\%
Tannaka. Es gibt also ein x€G mit der Eigenschaft, da} fur jeden G-Modul V gilt

aV = I‘V(X)Z V—V.
Abkurzend schreiben wir

CLV(V) =xev furve V.
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Wir beizeichnen im folgenden auch die Auswertung im Punkt x mit x. Fur v &€ V und
uev’ gilt dann
X(IPV(V®U)) = (wV(V®u))(x) (wV:V®V —> A wiein 2.5.4)

= q)u(v)(x) (Definition von lpV in 2.5.4)
= <Xev,u> (Definition von ¢u in 2.5.2)
=< aV(V), u> (Wahl von x)

= E(aV(V®u)) (Definition von ocV)

Nach (ii) konnen wir diese Identitat auch in der Gestalt

X(§(ay, (VOW) = E(a, (V@)

schreiben. Da dies fur alle G-Moduln V und Elemente vEV, wev’ gilt und weil die
Elemente der Gestalt aV(v®u) die k-Algebra A erzeugen (und x, ¢ und § Algebra-

Homomorphismen sind), folgt

xe¢ =&,

d.h. wir erhalten ein kommutatives Diagramm von k-Algebra-Homorphismen
A _(I)» A
e\ Ix
k
Insbesondere gilts
Ker(®) =£7(0)

=9l

= 97! (Ker()
Betrachtenwir die durch ¢ induzierte Abbildung der maximalen Spektren

q)#: Specm A — Specm A, p & (I)'l(p).

Wegen A = k[G] konnen wir Specm A mit der affinen algebraischen Varietat G

identifizieren. Weil jedes nilpotente Element in jedem Primideal liegt, also N C A in

jedem Primideal von A enthalten ist, konne wir Specm A identifizieren mit
Specm A = Specm A/N = Specm k[X] = X.

Die Abbildung (])# wird dann zu einem Morphismus affiner Varietaten

(])#: G— X
Weil ¢ surjektiv ist, ist ¢# eine abgeschlossene Einbettung (d.h. G wird mit einer
abgeschlossenen Teilmenge der affinen Varietit X identifiziert. Der vorgegeben k-
Algebra-Homomorphismus § ist gerade ein vorgegebener Punkt von X, welcher dem
Primideal Ker(E) entspricht). Wir haben gezeigt, es gibt zu diesem Punkt & von X einen
Punkt x von G mit (])#(x) =&, d.h. ¢# ist surjektiv, d.h. die Abgeschlossene Teilmenge

G von X ist gleich X. Der Morphismus algebraischer Varietiten ¢# ist ein
Isomorphismus. Die induzierte Abbildung der Koordinatenringe
AN — A

ist deshalb ebenfalls ein Isomorphismus, wie behauptet.
QED.
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2.5.8 Bemerkungen

(@)

(ii)

Auch die Komultiplikation und die antipodale Abbildung
ArA—>A®Aundi: A — A, A =k[G],

der linearen algebraischen Gruppe G lassen sich aus dhnlichen Homomorphismen
der k-Algebra A rekonstruieren. Seien namlich V ein G-Modul,

Vl,...,Vd eV
eine k-Vektorraumbasis von V und
v
ul,...,ud eV

die zugehorige duale Basis, so da} < Vi , uj >= 6ij gilt. Wir betrachten die k-

lineare Abbildung
d
A: A — ARA, aV(V®u) (RN 21 aV(V®ui)® aV(Vi®u).

Man kann zeigen, dies ist ein k-Algebra-Homomorphismus, und es gilt*’

(O®)°A = Ao,
wenn ¢: A — A, die Abbildung von 2.5.7 (ii) bezeichnet. Mit anderen Worten,

wire A die Komultiplikation einer Gruppen-Struktur auf Specm A so wire die

durch ¢ induzierte Abbildung ¢#: Specm A — Specm A der maximalen Spektren
ein Gruppen-Homomorphismus.

Weiter betrachten wir die k-lineare Abbildung

it A— A, aV(V®u) (RS aVv(u®V).

Man kann dann zeigen, T ist ein k-Algebra-Homomorphismus, und es gilt
¢oT = iog,
d.h. T induziert den Antipoden auf A.

Fur die Abbildungen Aund T sind die Diagramme von 2.1.2 kommutativ, wenn
man dort die Algebra A durch A ersetzt. Mit anderen Worten, A und die

Abbildungen A und T definieren ein Gruppen-Schema tiber k (vg. 2.1.6 (a)). Im
Fall

Char(k) =0
ist die k-Algebra A nach einem Satz von Cartier (vgl. Demazure & Gabriel [1,
Kapitel I1,§6, no.1, L1]) reduziert. In diesem Fall ist der Homomorphismus ¢
von 2.5.7(i1) ein Isomorphismus.

* Beim Beweis dieser Identitit im dritten Schritt gibt es ein Problem. Entweder enthélt der Beweis einen

Rechenfehler, oder man muf} die obige Defintion von Z abandern zu

d
A A — ABA, a,(VOW) b Y aV(Vi®u)®aV(V®ui)
i=1
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Beweis. Zu (i). 1.Schritt. A ist korrekt definiert und unabhingig von der speziellen
Wahl der k-Vektorraumbasen v _,...,v . € V der G-

1 d
Moduln V.
Sei V ein G-Modul. Dann ist
d
Vv v v
VXV — (VOV )R(VOV ), (v,u) — Y (V®ui)® aV(Vi®u)’
i=1
eine wohldefinierte und iber k-Binlineare Abbildung, induziert also eine k-lineare
Abbildung
Vv Vv Vv d
VOV — (VRV )R(VRV ), (v, u) — Y (v®ui)® (Vi®u),
i=1
Durch Zusammensetzen mit dem Tensorprodukt aV®aV der k-linearen Abbildung

v
aV:V®V — A
von 2.5.5 mit sich selbst erhalten wir eine k-lineare Abbildungen
d
%
VROV — AR A, (v, 1) > Y a, (vOu)® a,(v.®u).
2 A% 1 Vi

fur jeden G-Modul V. Die Gesamtheit dieser Abbildungen definiert eine k-lineare
Abbildung auf der direkten Summe

\Y)
F=®y st G-Modul YEV

uiber alle Isomorphie-Klassen von G-Moduln von 2.5.5,
d
aF—0 AR A, (v,u)»— > ay, (V®u.)® a,(v.®u).
2 1 Vi

die direkte Summe uber aller Isomorphie-Klassen von G-Moduln. Fur jeden

v
Homomorphismus von G-Moduln ¢: V — W und beliebige Elemente v&€V und t€W
gilt

a(iVO(id®¢v)(v® (])V(t))—iWO(q)®id)(v®t))) (vel. die Definition von i in 2.5.5)
=aV(V®¢V(t))—aW°(¢(V)®t) (Definition von a)
=0 (nach Formel (1) in 2.5.5)

Damit liegt ein Erzeugendensystem des Unterraums R von F im Kern von a, d.h. a
induziert nach dem Homomorphiesatz eine k-lineare Abbildung
d
A A=F/R — A®A, ay, (V®u) » El ay, (V®ui)® aV(Vi®u).

Wir haben noch zu zeigen, daf} die Definition von A nicht von der speziellen Wahl der

k-Vektorraumbasis Vl,...,V d € V abhangt. Sei

\% 1,...,V dE Vv

eine weitere k-Vektorraumbasis von V und

b b V
u 1,...,u d eV

die zugehorige duale Basis. Wir konnen dann schreiben
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d
V. = Yc .»v’ und
ai o

o=1

d
u. = Yd,.-w
J b1 Bi B

mit ¢ iEk und

oi’ dB

6ij = uj( Vi)

d d
=> 3 dﬁjocai-u’ﬁ( V’a)
a=1p=1
d d
=2 3 dgitOp
a=1p=1
d
=2 docjoccxi ’
a=1

d.h. die beiden Matrizen (dij)T und (Cij) sind invers zueinander. Damit gilt

él ay; (v®ui)® aV(vi®u) = él ay (v® [é 1dBi-u’ﬁ)@ aV((é lcod-v’a(@u)
] éla%nglcai.dﬁi. ty (VOw O ay(v B
= g % 6(1[3. ay, (V®u’B)® aV(V’a®u)
p=la=1
= % ay, (V®u’a)® aV(V’a®u)-
a=1

Mit anderen Worten, wenn wir die Basis der Vi durch die der V’i ersetzen, bleibt die

Abbildung A dieselbe.
2. Schritt. A ist ein k-Algebra-Homomorphismus.

Nach Konstruktion ist A eine k-lineare Abbildung. Es reicht also zu zeigen, daf} A
multiplikativ ist, d.h. zu zeigen ist

Z(av(v®u)- 1y, (W) = A( a, (V®u))» Z(aw(w®t)

fur G-Moduln V und W und Elemente vE€V, u€VYund weEW, t€W". Wir fixieren k-
Vektorraumbasen

vV.,..v €EVundw,,...w €W
1 m 1 n

und die zugehorigen dualen Basen

u.,...u €VVundt,,..t €W,
m n

13-- 1,.



185

Dann bilden die Vi®wj eine Basis von V®W und die ui®tj die dazugehorige duale
Basis von (V®W)"(bei geeigneter Identifikation mit V@ W V).

Fur die linke Seite der zu beweisenden Identitat erhalten wir

LHS = Z(av ®W((V®w)®(u®t))) (Definition der Multiplikation in 2.5.5 (2))

m n
= izl jzl ay; ®W(V®W®ui®tj)® aV(Vi®Wj ®u®t) (Definition von A)
Fur die rechte Seite ergibt sich

m n
RHS =(3 ay (V®ui)® aV(Vi®u))-( D aw(w®tj)® aw(wj®t)) (Definition von Z)
i=1 j=1

éll jznl(av (V®Ui)® aV(Vi®u))°(aw(w®tj)® aw(wj®t)) (Linearitat von A)

m n

m n

21 j21((21V ®W(V®W®ui®tj))®(aV ®W(Vi®wj®u®t))) (Multiplikation in A)
= RHS

3. Schritt. Es gilt (¢®¢)°Z = A, wenn ¢: A — A, die Abbildung von 2.5.7 (ii)

bezeichnet.

Wir haben zu zeigen, das folgende Diagramm von k-Algebra-Homomorphismen ist
kommutativ.

¢

— A

A
Zl lA
A@A@ A

Nach dem zweiten Schritt im Beweis von 2.5.7 (i) gibt es einen endlich-dimensionalen
k-linearen und G-stabilen Unterraum

V C A =k[G]
(welcher die 1€ A enthiélt und A uber k erzeugt) mit der Eigenschaft, daf die k-Algebra
A von

a, (VOV)
erzeugt wird. Deshalb reicht es zu zeigen
(¢®¢)(Z(3V(V®V\S)) = A(q)(aV(V@V\S) fur jedes f € V.

Seien wie bisher

V.,.,v,.EV

d
eine k-Vektorraumbasis von V und

die zugehorige duale Basis.
Fur v€V und uevY gilt
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d
(OB(B(ay,(vOW)= (OB T ay,(vOU)I® ay,(v.®w) (Definition von &)
i=1 ! !
d
= Y (6®¢)( aV(V®ui)® aV(Vi®u)) (Linearitat von ¢)
i=1
d
=> (q)oaV)(v®ui)®(¢°aV)(vi®u)) (Definition von ¢$&¢)
i=1
d
=3 lpV(V®ui)®lpV(Vi®u)) (Definition von ¢ im Beweis von 2.5.7 (ii))
i=1
d
=3 q)u (V)® (I)u(Vi) (Definition von wV in 2.5.4)
i=1 i
Analog erhalten wir fur die rechte Seite
A(q)(aV(V®u))) = A(wV(V@)u)) (Definition von ¢ im Beweis von 2.5.7 (ii))
= A(q)u v)) (Definition von wV in 2.54).

Die zu beweisende Identitat bekommt damit die Gestalt

d
3 0, (90 0,01) = A, ()
Beide Seiten dieser Identitat sind k-linear. Es reicht also, die Identitat fur den Fall zu

uberpriifen, dal v und u Vektoren der oben gewiahlen Basen von V bzw. vY sind, d.h.
es reicht zu zeigen,

d
D q>u (Vy)® (1)u (Va) = A(q)u (Vy)) fur B,y = 1,...,d. (D)
o= 1 a B B
Weil G auf A durch Rechtstranslationen operiert und weil V ein G-stabiler Unterraum
ist, gilt 2.3.6 A(ii)

a*V C k[G]®V

Dabei ist

aGxG—G,(g,Xx) P X'g'l,

die Operation von G auf sich (vgl. 2.3.2 Beispiel 2), welche die Operation auf A
induziert,

GxA— A, (g » p@f mit (p()f)(x) = f(xg),
(vgl. 2.3.6 B). Auf Grund der G-Stabilitiat des Unterraums V C A gilt
a*A C K[G]®V ( C K[G]®K[G] = k[GXxG])
(vgl. 2.3.6 A(i1)). Dabei ist (a*f)(x,y) = f(a(x,y)) = f(xy'l). Insbesondere ist

o _ . . .
a VY = fY1®V +...+fY d®v d mit eindeutig bestimmten faB € k[G],

1
alsomit g, x € G:
(g’VY)(X) = VY(Xg) (wir schreiben govY fur p(g)-VY)
= v )

= le(g'l)-vl(x)+...+fY d(g'l)-v g mit £ g EKIG],

also
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v =L D 0 (D0,
also
@V )0 =V 00 =L @ Dov (0 A (v )
also
&y, = le(g'l)-V1+...+fY d(g'l)-v . )

Auf Grund der Definition von 2.5.2 folgt
¢“a(VY)(g) = ua(g'VY)
= le(g'l)- UV, & hru oy
=1 & D u )

_ -1
= fm(g )

Einsetzen in (2) liefert
d

d
L] = _1 L] = L]
gv, = 3 @D, = 3 0, (D@, 3)
o=1 o=1 ¢
Damit bekommt die rechte Seite von (1) fur x,g € G die Gestalt
RHS(x,g) =49, (VY))(X’g)

p
=, (100
= (g-q)u (Vy))(x) (G operiert durch Rechtstranslationen auf k[G])
p
=¢ (gv)X) (¢ ist G-Modul-Homomorphismus, vgl. 2.5.2)
uB Y u
d
=¢, (2 ¢, (V)@ )X) (nach (3))
|3 (1:1 a Y
d . S
= > ¢u (V\()(g)o(])u (Va)(X) (Linearitat von (I)u ,vgl. 2.5.2))
o=1 ¢ p p
d
=( 30, ()80, (V)52
o=1 B a
= LHS(x,g)

Da dies fur alle x,g € G gilt, folgt (1), wie behauptet.
4. Schritt. T: A —s A, aV(V®u) B a (u®v) ist korrekt definiert, d.h. unabhingig
\Y%

von der speziellen Wahl der Vektoren vE V und u € VY und ist ein k-

Algebra-Homomorphismus.
Sei V ein G-Modul. Dann ist

v v
VxV —a (VOV)C A (v,u) » aV\;u®v),
\Y
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eine Uiber k bilineare Abbildung®', induziert also eine k-lineare Abbildung
v
VOV — A, v®u » a_ (u®v). 4)
A%

Wir lassen V ein Repriasentantensystem der Isomorphieklassen von G-Moduln
durchlaufen. Die zugehorigen Abbildungen setzen sich zusammen zu einer k-linearen
Abbildung

F— A, iV(V®u) (S aV\ﬁu@)v),

wenn J die direkte Summe von 2.5.5 bezeichnet. Wegen 2.5.5 (1) liegt fur jeden G-

v
Modul-Homomorphismus ¢: V— W und beliebige Elemente v € V und t€W die
Differenz

iVO(id®¢V)(V®t)—iW°((I)®id)(v®w)

im Kern dieser Abbildung, d.h. der Unterraum RCF liegt im Kern.Nach dem

Homomorphiesatz faktorisiert sich die Abbildng uiber A = F/R und induziert so eine k-
lineare Abbildung

A — A, aV(v®u) (S aV\;u®v).

Dies ist gerade die Abbildung 1, d.h. T ist wohldefiniert. Es gilt

T(av(v®u)- 1y (W®) = T(aV oW (VOWOUE)) (vgl. 2.5.5 (2))
=a , f(u®H®(VE®W)) (nach Defintion von 1)*2
VW
= ® . t® .
av\;u V) aW\; W)

Das Einselement a (1®1) von A wird bei T in sich abgebildet. Deshalb ist 1 ein

Homomorphismus von Ringen mit 1 und als k-lineare Abbbildung damit auch ein k-
Algebra-Homomorphismus.

5. Schritt. Es gilt (I)°T =io¢d, wenn ¢: A —> A, die Abbildung von 2.5.7 (ii)
bezeichnet.
Es reicht zu zeigen, fur jeden G-stabilen k-linearen Unterraum

VC A =Kk[G]
und beliebige Elemente v € V und uev’ gilt

9(T (2, (v®W)) = i(9ay (vOU)),

3! Zur Definition von a yund A vgl. 2.5.5. Wir identifizieren hier das doppelte Dual von V wie uiblich
\%

mit V vermittels des k-linearen Isomorphismus

w \%
V—V = Homk(V KL, vie (@b €(v)).

v v v
32 Wir identifizieren hier (V®W) wie bisher mit V ® W vermittels des k-linearen Isomorphismus

V.oV v
VOW — (V®W) = Homk (VOW, k), u®t b (vOW B u(v)et(w)).
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denn ¢ und T sind k-Algebra-Homomorphismen (vgl. 2.5.7 (i1) und Schritt 4) und die
k-Algebra A wird von den Elementen der Gestalt aV(V®u) erzeugt (vgl. Schritt 2 des

Beweises von 2.5.7 (i1)). Fur die linke Seite der zu beweisenden Identitat erhalten wir

LHS = ¢(T(aV(v®u)))

=d(a Ju®v)) (Definition von 1)
\%
= tpv\[u®v) (nach 2.5.7 (ii) )
=¢ (u), (Definition vonp , in 2.5.4)*
v A%

und fur die rechte Seite
RHS = i(q)(aV(V®u)))

= i(py, (VOW)
= (9, (V).

Es reicht also zu zeigen,
_ -1
¢, (W) =9 (Vg ")
fur jedes g&G, d.h.

v(gew) =u(g )
fur vev, ueV" und g e G.

Wie oben angemerkt haben wir hier das Element v € V als Linearform auf vY zu

betrachten, d.h. v(geu) = (geu)(v). Fur die linke Seite der zu beweisenden Identitat
erhalten wir damit

LHS = (gw(v)

= u(g'l-v) (Operation von G auf Vv, Bemerkung 2.5.1 (i))
Das ist aber gerade die rechte Seite der zu beweisenden Identitit.
Zu (ii). 1. Schritt. Das Assoziativgesetz.

Aeid
ARARA «— ARA
id®X | 12
A
ARA  «— A
Wir haben zu zeigen,
(A®id)(A(x)) = (d®R)(A(x)) fur jedes x € A.

Da alle beteiligten Abbildungen k-Algebra-Homomorphismen sind, konnen wir uns auf

den Fall beschréankten, daf x ein Erzeugendensystem der k-Algebra A durchlauft, d.h.
wir konnen wie bisher annehmen, daf} x die Gestalt

X = aV(V®u)
besitzt. Fur die linke Seite der zu beweisenden Identitit erhalben wir

LHS = (A@id)(A(ay (v@w))

v
3 Hier ist v € V wie eine Linearform auf V zu behandeln mit v(u) := u(v).
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d
= (A®id)( 3 a,,(vOU)® ay,(v.Qu) (Definition von A)
i=1
d
= 2 (aV(V®u ))® ay,(v.Qu)
T N
=3 (3 aV(v®u J® a (v ®u. ))® a (V ®u) (Definition von A)
i=l j=1
d d

=3 3 aV(V®u )®a (V ®u. )® a (V ®u)
J=11=1
Fur die rechte Seite erhalten wir

RHS = (id®ZA)(A( ay, (V@)

d
(dQAY T a,(vOU)® a,(v.®u)) (Definition von A)
21 v 1 Vi
d ~Y
= Elav(v®ui)® A(aV(Vi®u))
d d N
>a (V®u )® E a (v ®u. )® aV(V .®u) (Definition von A)
1—1
d d
=3 Ea (V®u)®a (V®u)®a (V®u)
i=1j=1
= LHS (mit 1 und j vertauscht).

2. Schritt. Existenz des neutralen Elements.

A
ABA  «+— A

~ e
Dabei sei e: A i) A — k die Zusammensetzung der Abbildung ¢ von

2.5.7 mit der Auswertung im neutralen Element der Gruppe G.
Wir haben zu zeigen,

(1d®C)(A(x)) = x = (e ®id)(A(x)) fur jedes x € A.

Da alle beteiligten Abbildungen k-Algebra-Homomorphismen sind, konnen wir uns auf
den Fall beschréankten, daf x ein Erzeugendensystem der k-Algebra A durchlauft, d.h.
wir konnen wie bisher annehmen, daf} x die Gestalt

X = aV(V®u)
besitzt. Fur die linke Seite der zu beweisenden Identitit erhalben wir
LHS = (id@'é)(Z(aV(v®u)))

d
= ([d®E)( T a,(VOU,)® a (v.®u)) (Definition von A)
2 vV 1 Vi
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1y, (VOW)® ’E(av(vi®u))

d
>
i=1
d ~Y
= izl ay,(v®u)(9(ay,(v.®u)))(e) (Definition von ¢)
d
= izl ay, (V@)= (1, (v.®u))(e) (Definition von ¢)
d
= izl ay,(v®u.)+(¢ (v.))(e) (Definition von )
d
= El aV(V®ui)-u(e°Vi) (Definition von (])u)
d
=2 aV(V®ui)'u(Vi) (e ist neutrales Element von G)
i=1
d
= aV(V®i§1 u(vi)-ui) (aV ist k-linear)
d
= aV(V®i§1Vi(u).ui) (Vi ist Linearform auf VV)

=a_ (v®u)  (v.(u) ist i-te Koordinate von u bzgl. der Basis der u. von VV) .
Y i i

Damit gilt das linke Gleichheitszeichen der zu beweisenden Identitit. Der Beweis fur die
Gultigkeit des rechten ist analog.

3. Schritt. Existenz des inversen Elements.

A4 2 4e4
'ZT lm
A S oa
'Zl Tm
1d®u
ARA — ARA

Dabei ist m induziert durch die Multiplikation von A und ¢ ist die

Zusammensetzung von e mit der natiirlichen Einbettung k & A.
Wir haben zu zeigen,

m(W®id)(A(x))) = e(x) = m((iId®)(A(x))) fur jedes x € A.
Da alle beteiligten Abbildungen k-Algebra-Homomorphismen sind, konnen wir uns auf
den Fall beschrankten, daf x ein Erzeugendensystem der k-Algebra A durchlauft, d.h.
wir konnen wie bisher annehmen, daf} x die Gestalt

X = aV(V®u)

besitzt.
Betrachten wir das folgende Diagramm in Gestalt eines Wrfels.
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1®id
ARA — A®A
AT lm
YN

—A
1®id
ARA — ARA
€
A — A

Die Frontflache des Wiirfels wird gerade vom oberen Teil des Diagramms gebildet,
dessen Kommutativitat wir beweisen miissen.Die riickseitige Flache besteht aus dem
analogen Diagramm mit A anstelle von A (welches kommutativ ist).

Die schrag nach hinten gerichteten Pfeile sollen zur Abbildung ¢ von 2.5.7 (unten) bzw.

zu p®¢ gehodren (oben). Weil ¢ ein k-Algebra-Homomorphismus ist, ist die rechte
Seitenflache des Wirfels kommutativ. Nach dem dritten Schritt im Beweis von (i) ist
die linke Seitenflache kommutativ.

Die Bodenfliche des Wirfels ist kommutativ nach Definition von der beiden mit ¢
bezeichneten Abbildungen. Die Dachflédche ist es nach dem funften Schritt im Beweis
von (i).

Da alle Flachen des Wirfels kommutativ sind - auB3er eventuell die Frontflache - ist die

Frontflache zumindest modulo Ker(¢) kommutativ, d.h. modolo dem Nilradikal von A
(nach 2.5.7 (iii)).Wenn wir zeigen konnen, daf}

m((L®id)(Z(aV(V®u)))) und e(v®u)

in k liegen, mussen diese beiden Elemente gleich sein (weil die Elemente des Nilradikals

mit k nur die O gemeinsam haben). Fur e(v®u) ist das nach Definition von ¢ der Fall.
Zum Beweis der Kommutativitit der Frontflache reicht es damit zu zeigen,

m((@id)(’&(av(v@u)))) Ek.

Es gilt
m((L®id)(Z(aV(v®u)))) = m((t@id)(g aV(V®ui)® aV(Vi®u))) (Definition von K)

q i=1

=m( izlt(«‘:lv(v@)ui))@) a,,(v.®u)))

= izlL(aV(V®Ui))'aV(Vi®U))) (Definition von m)

= izlav\ﬂui®V))'aV(Vi®U))) (Definition von v)

d
=Ya , (uLOV.®OVRU) (Definition der Multiplikation in A)
iz Vev 1

Es reicht zu zeigen,
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d
Sa ,  (u®v.®V®u)Ek fir vEV,ueV' und i = 1,...d. (5)
iz Vev t 1

Im ersten Schritt haben wir fur k-Vektorraumsbasen®*

Vl,...,Vd eV
V’l,...,v’d eV
von V und die zugehorigen dualen Basen
ul,...,ud evV
u’l,...,u’d evV

gezeigt, es gilt
d

ij= 2 4 Car
a=1

wenn (Cij)’ (dij) eEM d(k) die Basiswechsel-Matrizen bezeichnen:

d
v i =2 COLi.VOL
o=1
d
u’. = d,..u
J 2 Bj B
p=1
d.h. es ist

T -

Ist speziel g=G und v’i =gV, fur alle 1, so gilt (also u’j = g-uj fur alle j, denn

< g-uj, V’i > = (g-uj)(v’i) (Definition der Dualitatspaarung)
= (g-uj)(g-vi) (Definition von v’i)
= uj(g'log-vi) (Operation von G auf Vv, Bemerkung 2.5.1(i))
= uj( v)
= 6ij) ({Vi} und { uj} sind duale Basen)
Es folgt
d d
g 2 u®v. = ¥ (gru)®(gvy)
i=1 i=1
d
= ‘E u i®V ;
=1
d d d
= 2 (3dgrug®@C 3 cpevy)
=1 -y a=1

¥ Im Vergleich zu den Bezeichnungen im ersten Schritt, vertauschen wir hier die Rollen der
gestrichenen und ungestrichenen Basisvektoren.
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= ‘E ui®Vi

1=1

d
Wir haben gezeigt, die Gruppe G operiert trivial auf dem Element > ui®v EV®V.
i=1
Deshalb ist die k-lineare Abbildung
d
oak=1—-V®V,c » Su®v.,
i=1 ']

die den trivialen G-Modul in den G-Modul VV®V abbildet, ein Homomorphismus von
G-Moduln. Es folgt

d
m((t@id)(Z(a (v®u))) = Y a (1.®V.®v®u) (die obige Rechnung)
A% izl VV®V 1 1
d
=a (Y u.®v.®v®u) (a ist k-linear, vgl. )
vev 21 i vev
=a , ((1)®v®u) (Definition von o)
V®V
=a, (1®av(v®u)) (nach 2.5.5 (1))
[ ®I
=o' (v®ura,, (1®1) (@' (v®uwEk und a ,, _ist k-linear).
I'®I I ®I

Dieses Element liegt in k, denn es ist (xV(V®u)€k und a ,, (1®1) ist das Einselement
I ®I

von A. Damit ist (5) bewiesen und damit die Kommutativitat der Frontflache des obigen
Wirfels, d.h. es gilt

¢ = me(i®id)°A.
Die obere Hilfte des Diagramms, dessen Kommutativitat die Existenz des Inversen
ausdriickt ist damit tatsachlich kommutativ. Die Kommutativitat der unteren Halfte wird
analog bewiesen.
4. Schritt. Zum Satz von Cartier.
Der Beweis uibersteigt die Moglichkeiten dieses Textes. Er beschreibt die Hullalgebra
der Lie-Algebra der Gruppe G mit Hilfe von Differentialoperatoren (Distributionen).

QED.

2.5.9 Aufgaben

(i)  Sei F ein Teilkorper von k. Ist G eine F-Gruppe, so besitzt die Algebra A von
2.5.6 eine F-Struktur.
(1)) Beweisen Sie die Behauptungen von 2.5.8.
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Beweis. Zu (i). Ersetzt man in der Definition von A die Isomorphie-Klassen rationaler
Darstellungen

G — GL(V)

durch solche, fur die V eine F-Struktur besitzt und welche uiber F definiert sind, und
verwendet anstelle beliebiger G-Modul-Homomorphismen

¢:V—W
nur solche, die uiber F definiert sind, so erhalt man eine k-Algebra AF mit F-Struktur,

welche sich in naturlicher Weise in A abbilden 1aft,
AF — A.

Das Bild der F-Struktur von AF in A ist eine F-Struktur von A: zum Beweis verwende

einen k-linearen Unterraumn V C k[G] endlicher Dimension, welcher G-stabil ist, das

Einelement von k[G] enthilt, k[G] als k-Algebra erzeugt und uiber k von Elementen
erzeugt wird, die in der F-Struktur von k[G] liegen wie im Beweis von 2.5.7 (i).
Zu (ii). siehe die in 2.5.8 angegebenen Beweise.

QED.

2.6 Geschichtliche Anmerkungen

Die Bezeichnung ‘algebraische Gruppe’ (genauer ‘groupe algébrique’) scheint ihren
Ursprung in den Arbeiten von E. Picard zur Galois-Theorie der linearen
Differentialgleichungen zu haben (um 1880). Die in diesen Arbeiten auftretenden
Galois-Gruppen sind tatsachlich lineare algebraische Gruppen uiber den komplexen
Zahlen C. Die Arbeiten von C. Kolchin zu den algebraischen Gruppen von 1948
(Kolchin [1] und [2]) wurden ebenfalls durch die Galois-Theorie der linearen
Differentialgleichungen motiviert. Deren Ergebnisse wurden von Borel in dessen
grundlegenden Papier (Borel [1]) verwendet. Die Betonung liegt hier auf der Analogie
zwischen den Lie-Gruppen und den linearen algebraischen Gruppen.

Die Ergebniss der Abschnitte 2.2 und 2.3 findet man im ersten Kapitel von Borel [1].
Einige der Ergebnisse (wie 2.2.1) gehen auf Kolchin zuriick (vgl. Kolchin [1] und [2]).
Das Ergebnis von 2.2.6 stammt von Chevalley (siehe Chevalley [1] und [2,§7]).

Die Existenz der abgeschlossenen Orbits in einem G-Raum (vgl. 2.3.3(ii)) wurde von
Borel [1, 15.4] bewiesen. Dieses einfache Ergebnis ist ein Grundbaustein der Theorie
der linearen algebraischen Gruppen. Zum Beispiel wird es benotigt im Beweis des
zentralen Fixpunktsatzes 6.2.6. Es sollte erwdhnt werden, dal die Algebraizitit der
Operation wesentlich ist:  eine komplexe Lie-Gruppe, die auf einer komplexen
Mannigfaltigkeit operiert, muf} keine abgeschlossenen Orbits besitzen.

Theorem 2.4.8 zur Jordan-Zerlegung in einer linearen algebraischen Gruppe wurde in
Borel [1, Kapitel 2] bewiesen. Es ist auch eine Konsequenz von Aussage 3.1.1, welche
zuerst in der Arbeit von Kolchin [2, §3] bewiesen wurde. Der hier angegebene Beweis
ist im wesentlichen eine formale Konsequenz der Funtorialitit 2.4.4 (iii) der Jordan-

Zerlegung einer linearen Abbildung.

Der Satz von Tannaka 2.5.3 geht auf Tannaka [1] zuruck, wo ein @hnliches Ergebnis
fur kompakte Lie-Gruppen bewiesen wird. Das Ziel von Tannaka [1] war der Beweis
einer Analogie zur Pontryagin-Dualitat abelscher topologischer Gruppen fur kompakte

Lie-Gruppen. Die Ergebnisse von 2.5 sollten heutzutage im Kontext der Theorie der



Tensor-Kategorien gesehen werden, auf die wir hier nicht eingehen (vgl. Deligne [1]

und Deligne & Milne [1]).
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